
第十五章 

第 1节 

1．（1）
4
π
；（2）

e
e
+1
2ln 。 

2．提示：用反证法证明 )(),(lim
0

xyxf
yy

φ=
−→

关于 ],[ bax∈ 是一致的，即 0>∀ε ，

0>∃δ ， ),( 00 yyy δ−∈∀ ， ],[ bax∈∀ ： εφ <− )(),( xyxf ；参考定理 10.2.7（Dini

定理）的证明方法。 

3．（1） ；（2）)1arctan()1arctan( ab +−+ aarcsinπ 。 

4．（1） ；（2）∫ −−− −−
2

235 22
y

y

yxyy dxexeye
y

yy 23 cos2cos3 −  

（3）  ∫∫∫ +−+−= +

−

22

0
2222

0
2cos2sin2)cos(2)( ttx

tx
t xtdxxdytyxdxttF

∫
+

−
+−+ tt

tt
dyyttt

2

2 )sin(2 224 。 

5． )(2)(3)( yfyyfyI ′+=′′ 。 

6．
⎩
⎨
⎧

∈
∈

=′′
).,(,0
),,(),(2

)(
bax
baxyf

yF  

8．（1）
2

1ln
2 −+ aaπ ；（2）0；（3）

2
||||ln ba +π 。 

11．显然 在 的点是连续的，因为)(yI 0≠y 0)0( =I ，而 )0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
=

+→
， 

)0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
−=

−→
，其中 0)0( ≠f ，所以 在)(yI 0=y 点不连续.  

提示： 0>∀ε ，取 0>η ，使得当 η<< x0 时，
π
ε

<− )0()( fxf ，则 

∫ +
η
0 22

)(| dx
yx
xyf

2
|)0(

0 22
εη <

+
− ∫ dx

yx
yf

。对固定的 0>η ，取 0>δ ，使得当 δ<< ||0 y 时， 

2
|)(| 1

22
ε

η
<

+∫ dx
yx
xyf

，于是 ∫ +
1
0 22

)(| dx
yx
xyf εη <

+
− ∫ |)0(

0 22 dx
yx

yf
。分别令 与

，由

+→ 0y

−→ 0y )0(
2

)0(lim
0 220

fdx
yx

yf
y

πη =
+∫

+→
， )0(

2
)0(lim

0 220
fdx

yx
yf

y

πη −=
+∫

−→
和ε的任意
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性，即可得到 )0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
=

+→
与 )0(

2
)(lim

0
fyI

y

π
−=

−→
。 

 

第 2节 
1．（3）提示：由分部积分法 

,coscos
2
1cossin

4
1

4
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coscos
4
1cossin

3

4

2

4

2

4

4
2

4

∫∫

∫∫

∞+∞+
∞+

∞+∞+
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−=
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xx
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x
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当 时，上述三式关于+∞→A α在 上一致趋于 0。 ],[ ba

2．（1）提示：取
nn
1

=α ， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+∫

2

22
4

3

4
2

)
4

3(116

2
)1(

sin
π
π

α
απ

π n
ndx

x
xxn

n
n

n 。 

（2）提示：作变量代换
t

x 1
= ，则 ∫∫

∞+

−=
1 2

1

0
sin11sin1 tdt

t
dx

xx αα ，取
nn
12 −=α ， 

n

n

n

n

tdt
t n 1

4
32

4
2 2

4
324

2sin1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥∫
+

+ −
ππ

ππ
π

π
π α

。 

3．提示： 。 ∫
+∞ =
0

)( dttft λ ∫ +−1
0

)]([ dttftt aaλ ∫
+∞ −
0

)]([ dttftt bbλ

4． （1）一致收敛； 

（2）（i）一致收敛；（ii）非一致收敛； 

（3）（i）一致收敛；（ii）非一致收敛； 

（4）（i）一致收敛；（ii）非一致收敛。 

5．提示：证明积分关于α在 ),0( +∞ 内闭一致收敛。 

6． . 提示：证明积分关于)2,0( y在 内闭一致收敛。 )2,0(

7．提示：证明积分 关于 在∫
+∞ −
0

)( dxxfe sx s [ )+∞,0 上一致收敛。 

8．提示：证明积分 dx
tx

x

t
∫

∞+
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++0

'

2)(1
cos

关于 在t ),( +∞−∞ 内闭一致收敛。 

9．
a
bln 。 

10．
p
a

p
b arctanarctan − 。 
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11． π2
12

!)!2(2
!)!12( +

−− n

a
n

n
。 

12． [ ]211||sgn
2

αααπ
+−+⋅ 。 

13. 提示： 

,ln)]()([)()(

)()()()(

21 a
bffdx

x
xfdx

x
xf

dx
x
bxfdx

x
axfdx

x
bxfaxf

Ab
Aa

Ab
Aa

A
A

A
A

A
A

ξξ −=−=

−=
−

∫∫

∫∫∫
′′

′′

′

′

′′

′

′′

′

′′

′
 

其中 1ξ 在 与 之间，Aa ′ Ab ′ 2ξ 在 Aa ′′与 Ab ′′之间，这是利用了积分中值定理。令

， 即得结论。 0→′A +∞→′′A

14．（1）提示：令 t
y
c
= ，则 =∫

∞+
−−

0

2

2
2

dye y
cy

∫
∞+ −−

0 2
2

2
2

dt
t
ce t

ct
，于是 

=∫
∞+

−−

0

2

2
2

dye y
cy

∫
∞+ −−

+
0 2 )1(

2
1 2

2
2

dt
t
ce t

ct

∫
∞+ −−−

−=
0

)(2
)(

2

2

t
ctdee t

ctc
， 

再令 x
t
ct =− ，得到 

=∫
∞+

−−

0

2

2
2

dye y
cy

∫
∞+

∞−
−

−

dxee x
c

2

2

2

。 

（2） abe
a

2

2
1 −π

。 

15． ||

2
βα

α
π −e 。 

 

第 3节 

1．（1）
8
π
；（2） ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

4
1

22
1 B ；（3）

n
n π
π

sin
；（4）

n
mn π

π

sin
； 

（5）
22

π
；（6）

1155
256
；（7） ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
n

m
n

11
；（8） ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ q

n
pB

n
,1
。 

2． 1)1(11limlim
0

=Γ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ=

∞→

∞+ −

∞→ ∫ n
dxe

n

x

n

n

。 

4．提示：易知 ，所以存在)2()1( Γ=Γ )2,1(0 ∈x ，使得 0)( 0 =Γ′ x 。由习题 3的方
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法得到 ，于是在0ln)(
0

21 >=Γ ′′ ∫
+∞ −− xdxexs xs ),( 0 +∞x 上 0)( >Γ′ s ，因此 在

上单调增加。再由

)(sΓ

),( 0 +∞x +∞→=+Γ !)1( nn 即得结论。 

5． π2ln 。提示：利用 及余元公式。 ∫∫ Γ=−Γ
1

0

1

0
)(ln)1(ln dxxdxx

6． 时收敛，此时1<p ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= pBI 1,

2
32π 。 

7．当 1111
<++

γβα
时积分收敛，此时 )1111()1()1()1(1

γβαγβααβγ
−−−ΓΓΓΓ=I 。 

提示：令

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

γ

β

α

2

2

2

wz

vy

ux

 与 ，得到 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

rz
rv
ru

∫
−−

= 2
0

1212

cossin8 π
αβ θθθ

αβγ
dI ∫

−−+
2

0

12122

cossin
π

γβα ϕϕϕ d ∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

， 

对其中积分 ∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

，令 。 tr =2

8．
)(
)()()(

pnm
pnmI

++Γ
ΓΓΓ

= . 

提示：将积分化为 ，其中∫∫∫
Ω

−−−−= dxdydzzyxpI pnm 211)1( Ω是由平面 ， ，

与

0=x 0=y

0=z 1=++ zyx 所围的区域。再令  与 ，得到 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

2

2

2

wz

vy

ux

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

rz
rv
ru

∫ −−−= 2
0

1212 cossin)1(8
π

θθθ dpI mn ∫ −−+2
0

32122 cossin
π

ϕϕϕ dpnm ∫ −++1
0

3222 drr pnm 。

9．提示： ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

== −∫∫ 2
1,

2
1

2
1cossintan 2

0
2

0
ααα

π
α

π
α Bxdxxdxx   

2
cos22

1
2

1
απ

παα
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ= 。 
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10．提示：作变量代换
2

tanϕ=t ，则 

∫∫
∞+ −−

−++
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 0 2

1

0

1

)1()1(
2

cos1cos1
sin

tkk
dtt

k
d απ

α

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

， 

再作变量代换 θtan
1
1

=
+
− t

k
k

，将它变为 

.
2

1
21

1
1

1
2

1,
21

1
1

1

cossin
1
1

1
2tan

1
1

1
2

2
0

112
0

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+ ∫∫ −−−

αααα

θθθθθ

αα

π
αα

απ
α

α

k
k

k
B

k
k

k

d
k
k

k
d

k
k

k
 

再利用余元公式即得结论。 
11．提示：作变量代换 ，得 hut =

∫∫∫
−−−

−≥−=−
1

0
2

3
21

0
2

3
22

0
2

3
2 )1()1()1( dtuhdtuhhdtt

nn
h

n

， 

再作变量代换 θsin=u ，右式变为 

h
n

n

n

n
hnBhdh n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=∫ −

2

2
1

2
2

2
1

2
1

22
1,

2
1

2
cos2

0

2 πθθ
π

。 
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