
第十四章 

第 1节 

1. （1） 21+ ；（2） ； 4

（3） 3
4

4a . 提示：将 L的参数方程取为 ； 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tay

tax
3

3

sin

cos

（4） 22 . 提示：将 L的参数方程取为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

θθ

θθ

sin2cos

cos2cos

y

x
； 

（5） 22222 )43(
3

2 baba ++ ππ
；（6）

143
216
； 

（7） . 提示：在3aπ− L上成立 )]()[(
2
1 2222 zyxzyxzxyzxy ++−++=++ 。 

2．当 ：ba >
a

ba

ba

bab
22

22

2
2 arcsin22 −

−
+ ； 

   当 ：ba <
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −+

−
+

a
abb

ab

bab
22

22

2
2 ln22 ； 

   当 ： 。 ba = 24a

3．（1）
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+ 1)1(

3
2 2

3
4

2 a
a
π

； 

（2） 238 aπ . 提示： ，其中 ∫∫∫∫ ==
DS

dxdydSS 2

{ }222 2)(2)(),( ayxayxyxyxD ≤+++−= 。再令 ，则
⎩
⎨
⎧

+=
−=

vuy
vux

2
),(
),(
=

∂
∂

vu
yx

， 

∫∫∫∫ ==
'
42

DD
dudvdxdyS ，其中 { }222 63)2(),(' avauvuD ≤++= 。 

（3） 2)22( aπ− ； 

（4） ，提示：22a ∫∫
−

=
D

dzdx
xa

aS
22

， { }axxzxxzD ≤≤≤≤−= 0,),( 。 

（5） 2

9
320 aπ−

；（6） 。 ab24π

4．（1） ；（2）3aπ− π)21(
2
1

+ ；（3） 42
15
64 a ；（4）

a
Harctan2π ； 
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（5） 4

9
13 aπ . 提示：由对称性，∫∫

Σ

=dSx2 ∫∫
Σ

=dSy 2 ∫∫
Σ

=dSz 2 ∫∫
Σ

++ dSzyx )(
3
1 222 ； 

（6） π
15

4171564 + . 提示：由对称性， ，03∫∫
Σ

=dSx ∫∫
Σ

=dSy 2 ∫∫
Σ

+ dSyx )(
2
1 22 ， 

∫∫
Σ

=zdS ∫∫
Σ

+ dSyx )(
2
1 22 ； 

（7） ))1ln(1( 222 aaaa ++++π 。 

5． aR
3
4

= , 2
max 27

32 aS π= . 提示：设 Σ 的球心在 ，则球面 在球面

内部的曲面为：

),0,0( a Σ

2222 azyx =++ )( 222 yxRaz +−−= ， )
4

1( 2

2
222

a
RRyx −≤+ ，

容易求得面积为 )
2

1(2 2

a
RRS −= π 。 

6．质量为 π
15

2312 +
，重心为 )

749
345596,0,0( −
。 

7．设质点离球心的距离为 ，则b
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>

<
=

ab
b
Ga

ab
F

2

24

0

π 。 

提示：设 { }2222),,( azyxzyx =++=Σ ，质点位于  点，则球面对质点的

引力为

),0,0( b

dS

bzyx

zbGF ∫∫
Σ

−++

−
=

2
3

222 ])([

)(
。令 ，则 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

az
ay
ax

∫ ∫
−+

−
= π π ϕ

ϕ

ϕϕθ2
0 0

2
3

22

2

)cos2(

sin)cos( d

abba

aabGdF ，再作变量代换 。 ϕcos2222 abbat −+=

8．（2）
),,(

2

2

2

2

2

22

000

)(
6

zyxz
u

y
u

x
uR

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++ . 提示：令 ，则 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ς
η
ξ

Rzz
Ryy
Rxx

0

0

0

=)(RT ∫∫
Σ

+++
*

),,(
4
1

000 dSRzRyRxu ςηξ
π

，其中 { }1),,( 222* =++=Σ ςηξςηξ . 

利用对称性，有 ； 和 ∫∫
Σ

=
*

dSξ ∫∫
Σ

=
*

dSη 0
*
∫∫
Σ

=dSς ∫∫
Σ

=
*

dSξη ∫∫
Σ

=
*

dSης 0
*
∫∫
Σ

=dSξς
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∫∫
Σ

=
*

2dSξ ∫∫
Σ

=
*

2dSη ∫∫
Σ

=
*

2 dSς ∫∫
Σ

++
*

)(
3
1 222 dSςηξ ；由此得到 和 0)0(' =T

=)0("T
),,(

2

2

2

2

2

2

000

)(
3
1

zyxz
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++ 。 

9． π
2
3

. 提示：过 点的切平面为),,( zyxp 22 =++ zZyYxX ，原点到切平面的距离为 

222 4

2),,(
zyx

zyx
++

=ρ 。  令

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

=

ϕ
θϕ

θϕ

cos
sinsin2

cossin2

z
y

x

，则 

=++ 222 4zyx ϕϕ 22 cos4sin2 + ， =− 2FEG ϕϕϕ 22 cos4sin2sin + ，由

此得到 π
ρ 2

3
),,(

=∫∫
Σ

dS
zyx

z
。 

10. 提示：将 −xyz 坐标系保持原点不动旋转成 −''' zyx 坐标系，使 轴上的单位

向量为

'z

),,(1
222

cba
cba ++

，则球面Σ不变，面积元 也不变。设球面Σ上一

点 的新坐标为 ，则

dS

),,( zyx )',','( zyx '222 zcbaczbyax ++=++ ，于是 

         ∫∫Σ ++ dSczbyaxf )( ∫∫Σ ++= dSzcbaf )'( 222 。 

计算这一曲面积分，令 θϕ cossin'=x ， θϕ sinsin'=y ， ϕcos'=z 。 

11．需要 100小时. 提示：设在时刻 雪堆的体积为 ，雪堆的侧面积为 ，

则

t )(tV )(tS

)(
4
1)( 3 thtV π= ， )(

12
13)( 2 thtS π= 。由 )(

10
9 tS

dt
dV

−= ，得到
10
13

−=
dt
dh

，再由

，得到 。 130)0( =h 0)100( =h

第 2节 

1.（1） ；（2）2
15
14

− ；（3） π2− ； 

（4）当 时，2ea = )7(
2
1 4eI +−= ；当 时，2−= ea )1(

2
1 4−−= eI ，其他情况下， 

a
a
ae

a
aeI ln

2ln
1

2ln
12

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

+
−

+−=
−

； 

 3



（5）13； 

（6） 22 aπ− . 提示：以 xaz −= 代入积分，得到  

∫ =++
L

xdzzdyydx ∫ −+−
xyL

dyxadxxy )()( ，其中 为xyL L在 xy平面上的投影曲线

（椭圆） ，取逆时针方向。 2222 ayx =+

（7） )sin(cos2 ααπ − . 提示：以 αtanxy = 代入积分，得到 

∫ =−+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( ∫ −−
zxL

zdxxdz)tan1( α ，其中 为zxL L在 zx平面上

的投影曲线（椭圆） ，取顺时针方向。 1sec222 =+ αxz

2. 提示： 2
8
R

I R
π

≤ 。 

3．
15
8

− 。 

4.（1） ； 324h

（ 2） 2

4
abcπ . 提示：设曲面 Σ 的单位法向量为 )cos,cos,(cos γβα ，由

dSdzdx βcos= 与 dSdxdy γcos= ，得到 dxdy
zb
ycdxdydzdx 2

2

cos
cos

==
γ
β

，于是

∫∫
Σ

=yzdzdx ∫∫
Σ

=dxdyy
b
c 2

2

2

∫∫
D

dxdyy
b
c 2

2

2
，其中

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+= 1),( 2

2

2

2

b
y

a
xyxD 。 

（3） . 提示：取 的参数表示 ，0 Σ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

zz
y
x

θ
θ

sin
cos

40,20 ≤≤≤≤ zπθ 。 

（4） π
3

68
− . 提示：设曲面Σ的单位法向量为 )cos,cos,(cos γβα ，由 

dSdydz αcos= 与 dSdxdy γcos= ，得到 xdxdydxdydydz 2
cos
cos

==
γ
α

，于是 

∫∫
Σ

=zxdydz   ，其中∫∫
Σ

=zdxdyx22 ∫∫ −−−
D

dxdyyxx )4(2 222 { }1),( 22 ≤+= yxyxD 。 

（5）
2
1
；（6） )10(

2
1 22 +hhπ . 提示：由对称性， ， 。 ∫∫

Σ

= 02dydzx ∫∫
Σ

= 02dzdxy

（7） )12(2 2 −eπ ； 
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（8） )(4 222222 accbba
abc

++
π

； 

（9） 3)(
3

8 Rcba ++
π

。 

第 3节 

1.（1）
3

140
− ；（2）0；（3）0；（4） )1(

5
1

−πe ；（5）
3
8
；（6） 32

2
)

2
2( aba ππ

−+ ； 

（7）π . 提示：设积分 ，先证明∫ +=
L

dyyxQdxyxPI ),(),( 0),(),(
=

∂
∂

−
∂

∂
y

yxP
x

yxQ
，

再将积分路径换成椭圆 ，即14 22 =+ yx π20:,sin,cos
2
1

→== ttytx 。 

（8）π . 提示：设积分 ，先证明∫ +=
L

dyyxQdxyxPI ),(),( 0),(),(
=

∂
∂

−
∂

∂
y

yxP
x

yxQ
，

再将积分路径换成椭圆 ，即14 22 =+ yx π20:,sin
2
1,cos →== ttytx 。 

（9）π2 . 提示：设积分 ，先证明∫ +=
L

dyyxQdxyxPI ),(),( 0),(),(
=

∂
∂

−
∂

∂
y

yxP
x

yxQ
，

再将积分路径换成圆 ： ，即rL 222 ryx =+ π20:,sin,cos →== ttrytrx ；于是

得到 ，令 ，即得到∫=
π2

0
cos )sincos( dttreI tr 0→r π2=I 。 

2．（1） 2

8
3 aπ ；（2） 2

6
1 a ；（3） 。 23 aπ

3．（1） ；（2） ；（3）9。 0 ∫ −
2
1

)]()([ dttt ϕφ

4． 。 xyyx sinsin 22 +

5． )ln(
2
1 22 yx + 。 

6． 。 12),( 2 −+= yxyxQ

7． 1−=λ . 提示：利用 [ ]
=

∂
+∂

y
yxxy λ)(2 24 [ ]

x
yxx

∂
+−∂ λ)( 242

。 

9.（1） ；（2）1；（3）43a 4

2
1 hπ− ；（4） ；（5） ；（6）32 Rπ )1(2 22 −aeaπ

2
π

− ； 

（7） 3

2
3 aπ− . 提示：原式 ∫∫

Σ

++= dxdyza
a

xdydz 2)(1
； 
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（8）(i) π4 . 提示：设 222 zyxr ++= ，则 5

223 3
r

xr
x
r
x

−
=

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

， 

5

223 3
r

yr
y
r
y

−
=

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

， 5

223 3
r

zr
z
r
z

−
=

∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

。设 }),,{(' 2222 ε=++=Σ zyxzyx ，方向

为外侧，取其参数表示为 ，
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕε
θϕε
θϕε

cos
sinsin
cossin

z
y
x

}20,0{'),( πθπϕθϕ ≤≤≤≤=∈ D ， 

则 ∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ

++

'
3r

zdxdyydzdxxdydz
∫∫=

'
sin

D
dd θϕϕ ； 

(ii) π2 .  

提示：设 }0,1
9

)1(
16

)2(),,{('
22

=≤
−

+
−

=Σ zyxzyx }0,),,{( 222 =<+− zyxzyx ε ，

方向为下侧， }0,),,{(" 2222 ≥=++=Σ zzyxzyx ε ，方向为下侧。取 的参数表

示为 ，

"Σ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕε
θϕε
θϕε

cos
sinsin
cossin

z
y
x

}20,
2

0{"),( πθπϕθϕ ≤≤≤≤=∈D ，则由 

0
"'

3∫∫
Σ+Σ+Σ

=
++

r
zdxdyydzdxxdydz

，得到 ∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz  

∫∫
Σ−

=
++

"
3r

zdxdyydzdxxdydz
∫∫

"
sin

D
dd θϕϕ 。 

11．（1） ；（2）0。 0

12．（1） 23 aπ− ；（2） π2 ；（3） )(2 haa +− π ；（4）
2
9

− ；（5） 3

3
1 h ；（6） 。 96−

13．提示： ∫ =−
L

dx
xf

ydyyxf
)(

)( ∫∫ =+
D

dxdy
xf

yf )
)(

1)(( ∫∫ +
D

dxdy
xf

xf )
)(

1)(( 。 

14．提示： ∫
∂

=
D

dy
y
xyF )(

∫∫
D

dxdyxyf )( ，再作变量代换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

x
yv

xyu
。 

15．提示：设 )cos,cos,(cos γβα=n ， ),,( cba=l ，则 )cos( ln, =
⋅

=
l

ln   
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222

coscoscos

cba

cba

++

++ γβα
。注意 ， ，

。 

∫∫
Σ

=dSαcos 0∫∫
Σ

=dydz ∫∫
Σ

=dSβcos 0∫∫
Σ

=dzdx

∫∫
Σ

=dSγcos 0∫∫
Σ

=dxdy

16．提示：设 )cos,cos,(cos γβα=n ， ),,( zyx=r ，则 )cos( nr, =
⋅

=
r

nr   

222

coscoscos

zyx

zyx

++

++ γβα
。 

18．提示： ∫
L zyx

dzdydx
γβα coscoscos

2
1

∫∫
Σ

=++= dxdydzdxdydz γβα coscoscos  

∫∫
Σ

=++ SdS)coscos(cos 222 γβα 。 

第 4节 

1.（1） ；（2）0 dydxxy ∧− )cos(sin ；（3） dzdydxx ∧∧+ )6( 。 

2． 。 0
3． 。 0

4． 。 dxdyya ))(( 3∫−=ω dydzza ))(( 1∫− dzdxxa ))(( 2∫−

第 5节 

1.（1） fgrad 2
3

222 )(
−

++−= zyx )( kji zyx ++ ， 

)(div af 2
3

222 )(
−

++−= zyx )15203( zyx −+ ； 

（2） fgrad kji zyx 222 ++= ， 

)(div af )30406 zyx −+= ； 

（3） fgrad 1222 )(2 −++= zyx )( kji zyx ++ ， 

)(div af 1222 )( −++= zyx )30406( zyx −+ 。 

2． π
8
3
。 

3．（1） ；（2） 。 3)( −= crrf 2
1

1)( crcrf += −
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4．
rc

c

⋅2
3
。 

5．（1） ；（2）0 π2− 。 

6． )(rot Mr )43 kji +−−= ，r 在M 点沿方向n 的环量面密度为
3
1
。 

8． ， 。 =Erot 0 ≠),,( zyx 0

10． ),( yxU Cxyzzyx +−++= 2)(
3
1 333 。 

11． ),(),( yxUyxV −= C
x
yyx +−+−= arctan)ln(

2
1 22 。 

12． ),(),( yxUyxV −= Czyxxyz +++−= )( 。 

14．提示：由 ),cos(),cos( y
y
ux

x
uu

nn
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
n

),cos(),cos( x
y
uy

x
u

ττ
∂
∂

−
∂
∂

= ，得到 

∫∫ ∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

CC
dx

y
udy

x
udsu

n
。 

15．提示：  =∆ )( pF
])()[( 224

yyxx
p vuuvvuuvpF −+−− ])()[()1( 224

yyxx
p vvuuvvuuFpp +++−+ − 。 

16．提示：  =⋅∇∫∫∫ dxdydzg
B

F −⋅∇∫∫∫ dxdydzg
B

F)( dxdydzg
B
∫∫∫ ⋅∇ F

          。 Sdg
B

⋅= ∫∫
∂

F dxdydzg
B
∫∫∫ ⋅∇− F

17．提示： ∫
∂ ∂

∂
+

∂
∂

−=
D

dy
y
uudx

x
uu0 ∫∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
D y

u
x
uu

y
u

x
u )()()( 2

2

2

2
22 。 

18．（1）提示： =
∂
∂

∫∫
Σ

dS
n
u

∫∫
Σ ∂
∂ ),cos([ x
x
u

n ),cos( y
y
u

n
∂
∂

+ dSz
z
u )],cos(n
∂
∂

+  

∫∫
Σ ∂
∂

= dydz
x
u dzdx

y
u
∂
∂

+ dxdy
z
u
∂
∂

+ 。 

（2）提示：
r
nr ⋅

=)cos( nr, ， n⋅=
∂
∂ )grad( u
n
u

，于是 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+∫∫
Σ

dS
n
u

rr
u 1),cos(

4
1

2
nr

π
 

∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz
π4
1

，其中 3

2
0 )(
r

uruxx
P x+−
= ， 3

2
0 )(

r

uruyy
Q y+−
= ，

3

2
0 )(
r

uruzz
R z+−
= ，满足 0=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

。取以 为中心，),,( 000 zyx 0>δ 为半

径的球面 ，使得 ，并取0S Ω⊂0S n 为 的单位外法向量，然后在Σ与 所围的

区域上应用 Gauss公式，得到 
0S 0S

∫∫
Σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+ dS
n
u

rr
u 1),cos(

4
1

2
nr

π ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=
0

1),cos(
4
1

2
S

dS
n
u

rr
u nr

π
， 

注意 δ=r 为常数， 与1)cos( =nr, 0
0

=
∂
∂

∫∫ dS
n
u

S
，令 0→δ 。 
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