
第十章 

第 1节 
1．（1）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 
  （2）一致收敛. 
  （3）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 
  （4）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 
  （5）一致收敛. 
  （6）非一致收敛. 
  （7）(i) 一致收敛. (ii) 非一致收敛. 
  （8）(i) 非一致收敛. (ii) 非一致收敛. 
  （9）非一致收敛. 
  （10）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 
  （11）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 
  （12）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 

4. 不成立; )1('
2
1)1(lim ' SSnn
≠=

∞→
. 

5. (1) 1<α . (2) 2<α . (3) 0<α . 

6. 提示: 0>∀η , 证明{ }在)(xSn [ ]ηη −+ ba , 上一致收敛于 . 取)(' xS ηα <<0 , 

则 在 [)(' xS ]αα −+ ba , 上一致连续, 即 0,0 >∃>∀ δε , ∈∀ ",' xx [ ]αα −+ ba , , 

只要 δ<− "' xx , 就成立 ε<= )"(')'(' xSxS . 取
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

αηδ
1,1maxN ,  

当 且Nn > ∈x [ ]ηη −+ ba , 时, ∈+
n

x 1 [ ]αα −+ ba , , 于是 =− )(')( xSxSn  

εξ <− )(')(' xSS . 

7. 提示: 设 MxS ≤)(0 , 则
!

)(
n
xMxS

n

n ≤ . 

8.  提示 : 设 MxS ≤)( . 由 0)1( =S , 得到 0,0 >∃>∀ δε , 当 [ ]1,1 δ−∈x 时 , 

ε<)(xSxn ; 再由 { }nx 在 [ ]δ−1,0 的一致收敛性 , ,N∃  当 时 , 对一切Nn >

[ ]δ−∈ 1,0x  成立 
M

xn ε
< .  

第 2节 
1．（1）非一致收敛. 
  （2）一致收敛. 
  （3）一致收敛. 
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  （4）(i) 非一致收敛. (ii) 一致收敛. 
  （5）一致收敛. 
  （6）一致收敛. 
  （7）一致收敛. 
  （8）一致收敛. 
  （9）(i) 非一致收敛.(ii) 一致收敛. 
  （10）一致收敛. 
  （11）非一致收敛. 
  （12）一致收敛. 

2. 提示: 证明∑
∞

= +0
2 1

cos
n n

nx
与 ∑

∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在 )2,0( π 上内闭一致收敛. 

3. 提示: 证明 与 在∑
∞

=

−

1n

nxne ),2,1()1(
1

1 =− ∑
∞

=

−+ ken
n

nxkk ),0( +∞ 上内闭一致收敛. 

4. 提示: 证明 与 在∑
∞

=

−

1n

xn ),2,1(ln)1(
1

=− ∑
∞

=

− knn
n

kxk ),1( +∞ 上内闭一致收敛; 

∑
∞

=

−−
1

)1(
n

xn n 与 在),2,1(ln)1()1(
1

=−− ∑
∞

=

− knn
n

kxnk ),0( +∞ 上内闭一致收敛. 

5. 提示: 证明∑
∞

=
=

1
2arctan

n n
x

dx
d

∑
∞

= +1
2

2
2

1
n

n
xn
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛. 

6. 提示: (1) 利用 Abel判别法证明∑
∞

=1n
x
n

n
a
在 [ )δ,0 上一致收敛. 

(2) 利用 Abel判别法证明 在∑
∞

=1n

n
n xa [ ]1,0 上一致收敛. 

7． 提示: 先利用 Dini 定理证明 在 内闭一致收敛, 再利用 Cauchy

收敛原理证明 在 内闭一致收敛. 

∑
∞

=1
)(

n
n xv ),( ba

∑
∞

=1
)(

n
n xu ),( ba

8. 提示: 不等式
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤ ∑∑∑
+=+=+=

m

nk
k

m

nk
k

m

nk
k buauxu

111
)(,)(max)( 对一切 成立, 然

后利用 Cauchy收敛原理. 

],[ bax∈

9. 提示: 反证法. 设 在∑
∞

=1
)(

n
n xu ),( δ+aa 上一致收敛, 则 ,,0 N∃>∀ε  对一切
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Nnm >> 与一切 ),( δ+∈ aax , 成立
2

)(
1

ε
<∑

+=

m

nk
k xu , 再令 +→ ax ,得到

εε
<≤∑

+= 2
)(

1

m

nk
k au , 这说明 在∑

∞

=1
)(

n
n xu ax = 收敛. 

10. 提示: 
nn

a
nn

x
22 lnln

1ln ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

11．(2) ∫ =2

6
2
3ln)(

π

π dxxf . 提示： ∫ ∑ ∫
∞

=
=2

6 1
2

6 2
tan

2
1)(

π

π

π

π
n

nn dxxdxxf  

1

1

1

2
cos

23
cos

ln

+

+∞

=

⋅= ∑
n

n

n π

π

，再利用 ∏
∞

=
=

1

sin
2

cos
n

n x
xx . 

12. (2) 提示: ∑
∞

= +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1 3 2
sin1

2 n

n

nnn
F ππ , 这是一个 Leibniz级数, 它的前两项为

303
1

2
2
− . 

13. 提示: (1) =− )()( 21 xfxf ∑ ∑
∞

=

∞

= +
−

+0 0 21 2
1

2
1

n n
nn xx

∑
∞

=
⋅−≤

0
21 4

1
n

nxx . 

(2) ∫ =
+∞→

A

A
dxxf

0
)(lim ∑∫

∞

=+∞→ +0
0 2

lim
n

A
nA x
dx

+∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∑

∞

=+∞→ 0 2
1lnlim

n
nA

A . 

第 3节 

1．（1）
3
1

=R , ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=

3
1,

3
1D .  （2） 1=R , ( )2,0=D . 

  （3） 2=R , [ ]2,2−=D .（4） 1=R , ( ]0,2−=D . 

  （5） +∞=R , . （6）( +∞∞−= ,D ) 1=R , [ ]1,1−=D . 

  （7） , . 提示: 应用 Stirling公式. eR = ( eeD ,−= )

  （8） 4=R , . 提示: 应用 Stirling公式. ( 4,4−=D )

  （9） 1=R , [ )1,1−=D . 提示：当 1=x  时应用 Raabe判别法. 
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2. （1） ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=

aa
D 1,1 .（2） ),( aaD −= .（3） ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

aa
D 1,1 . 

3. （1） .（2） .（3） . 1RR = ( 21,min RRR ≥ ) 21RRR ≥

4. （1） 2)1(
)(

x
xxS
−

= , )1,1(−=D . 

  （2）
x
xxS

−
+

=
1
1ln

2
1)( , )1,1(−=D . 

  （3） 3)1(
)1()(

x
xxxS

+
−

= , . )1,1(−=D

  （4） )1ln()11(1)( x
x

xS −−−= , ]1,1[−=D . 

  （5） 3)1(
2)(

x
xxS

−
= , . )1,1(−=D

  （6） )(
2
1)( xx eexS −+= , ),( +∞−∞=D . 

  （7） , 1)1()( −+= xexxS ),( +∞−∞=D . 

5. 提示: 当 , [ )rx ,0∈ ∫ ∑
∞

=

+

+
=x

n

nn x
n
a

dxxf
0

0

1

1
)( . 令 −→ rx , 由 1

0 1
+

∞

=
∑

+
n

n

n r
n
a

收敛, 

可知 1

0 1
+

∞

=
∑

+
n

n

n x
n
a

在 [ 连续, 于是]r,0 ∫ ∑
∞

=

+

+
=r

n

nn r
n
a

dxxf
0

0

1

1
)( . 

  ∫ =⋅
−

1
0 1

1ln
x
dx

x ∫ ∑ =
∞

=

−
1
0

1

1

n

n
dx

n
x

∑∫ ∑
∞

=

∞

=

−

=
1

1
0

1
2

1 1
n n

n

n
dx

n
x . 

7. （1）
9
2 ; 提示: ∑

∞

= +
=−

1
2)1(

1)1(
n

nn

x
nx , 取

2
1

=x .  

  （2） ; 提示: 2ln ∑
∞

= −
=

1 1
1ln1

n

n

x
x

n
, 取

2
1

=x . 

  （3）
27
11 ; 提示: 3

2

1

1

)1(
)3()2(

x
xxxnn

n

n

−
−

=+∑
∞

=

+ , 取
4
1

=x . 

  （4）12 ; 提示: ∑
∞

= −
+

=+
0

3
2

)1(
1)1(

n

n

x
xxn , 取

2
1

=x .  
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  （5） π
6
3 ; 提示: ∑

∞

=
=

+
−

0

2 arctan
12

)1(
n

n
n

x
xx

n
, 取

3
1

=x .  

  （6）
2
3ln

4
3

8
3
− ; 提示: ∑

∞

=
+−+−=

−
−

2
2 2

1
4
1)1ln()1(

2
1

1
)1(

n

n
n

xx
x

xx
n

, 取
2
1

=x  

  （7） 2
2
e

; 提示: ∑
∞

=

−+ =
−

0

1

!
)1(

n

xn
n

xex
n

, 取 2=x .  

  （8） ; 提示: 12 −e ∑
∞

=
=

+

1 !
1

n n
n

∑
∞

=
+

0 !
1

n n ∑
∞

=1 !
1

n n
.  

8. 提示: 设 的收敛半径为 , 的收敛半径为 . 由  

可知 ; 由 发散,可知

n

n
n xa∑

∞

=1
1R n

n
n xA∑

∞

=1
2R nn Aa ≤≤0 ,

21 RR ≥ ∑
∞

=1n
na 11 ≤R ; 又由 1limlim

1

11

1
=

−
=

+

++

∞→+∞→ n

nn
nn

n
n A

aA
A
A

, 

可知 . 结合上述关系, 得到12 =R 11 =R . 

9. (2) 不存在; 提示: 令 , 当xt 2= )1,0(∈t , 
t

t)1ln( −
−  单调增加, 于是有 

2
1

)
2
1()(

lim
2
1

−

−

−→ x

fxf

x
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−−
−

−
−

= ∫ ∫
−→

t

t
du

u
udu

u
u

t 0
1
01

)1ln()1ln(
1

2lim  

+∞=
−

−>
−

−
−

= ∫ −→−→

1

11

)1ln(2lim)1ln(
1

2lim
t tt t

tdu
u

u
t

.  

 

第 4节 

1．（1） , 32 )1(5)1(12)1(115 −+−+−+ xxx ),( +∞−∞=D . 

  （2） , ∑
∞

=
++

0
)1)(1(

n

nxn )0,2(−=D . 

  （3） n

n
n

n
x∑

∞

=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

0

1

2
)1(1

3
1 , )1,1(−=D . 

  （4） +
−

∑
∞

=

n

n

n
x

n
2

0 )!2(
)1(

2
1 12

0 )!12(
)1(

2
3 +

∞

=
∑

+
− n

n

n
x

n
, ),( +∞−∞=D . 
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  （5） n

n
n

n
x

n
)2(

2
)1(2ln

1

1
−

⋅
−

+ ∑
∞

=

+

, ( ]4,0=D . 

  （6） n

n
n

n
x

n

2

0
2

3 3
1

2
)1(4

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

∑
∞

=
, ]2,2[−=D . 

  （7） n

n
n

n
x )1(

2
)1(

1

1
−

−
∑
∞

=

−

, )3,1(−=D . 

  （8） n

n
x

nn
x ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−

2

1
1

1 , [ )1,1−=D  

  （9） 12

0 12
1 +

∞

=
∑

+
n

n
x

n
, . )1,1(−=D

  （10） n

n

n
x

n∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−+−+

2 !
)1(

!4
1

!3
1

!2
11 , )1,1(−=D . 

2. (1) +++ 42

360
7

6
11 xx . 

(2) +−++ 42

8
1

2
11 xxx . 

(3) −−−− 642

240
7

12
1

2
1 xxx . 

(4) +++++ 432

8
3

2
1

2
11 xxxx . 

4. 提示: =
−
x

ex 1
∑
∞

= +0 )!1(n

n

n
x , 逐项求导后, 以 1=x 代入. 

5. (1) 1
)2(

)4(2ln
)2(

)4(2
2
2

)1(
)1(

2

2

2

22

1

1
−

−
+

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−

∑
∞

=

−

x
x

x
x

x
x

nn

n

n

n
, ( ]0,∞−=D . 

提示: 1)1ln()11(
)1(

)1(
1

1
−++=⋅

+
−

∑
∞

=

−

t
t

t
nn

n

n

n
, 以

2

2
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
x
xt 代入. 

(2) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∑

∞

=

n

n
x

n1

1
2
11

xx −− 1
1ln

1
1 , )1,1(−=D . 

提示: =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∑

∞

=

n

n
x

n1

1
2
11 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑
∞

=0n

nx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
∞

=1n

n

n
x . 

6. 提示: 设 , dncan )1( −+= ,2,1=n . 由
1

11
1 −

=∑
∞

= bbn
n 与 2

2 )1(
11
−

=
−

∑
∞

= bb
n

n
n , 得
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到 =∑
∞

=1n
n
n

b
a

+∑
∞

=1

1
n

nb
c 2

2 )1(
1

−
+−

=
−

∑
∞

= b
dcbc

b
nd

n
n .  

7. 提示: ∑∫∫
∞

=
=

− 0

1
0

21
0 2 ln
1

ln
n

n xdxxdx
x
x ∑

∞

= +
−=

0
2)12(

1
n n

. 

 

第 5节 
 
4. 提示: 利用定理 10.5.1. 

5. 提示: 先应用数学归纳法证明 xxPn ≤)( , 再证明 , 于是得到函

数序列{ }在

)()(1 xPxP nn ≥+

)(xPn [ ]1,1− 上收敛; 求出极限函数为 x , 由 Dini 定理可知{ }在

上是一致收敛于

)(xPn

[ 1,1− ] x的. 
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