
第七章 

第 1节 
5. (1) 可积. (2) 不可积. (3) 不可积. (4) 可积. 

6. 提示: )(1)1( 2 f
mf ii ωω ≤ . 

8. 提示:  

充分性: 设 Mxf ≤)( . 0>=∀ σε , 存在划分 P , 使得振幅 εω ≥i 的小区间的

长度之和小于ε , 于是 ; ∑
=

−+<∆
n

i
ii abMx

1
)](2[ εω

必要性：如果存在 00 >ε 与 00 >σ ，对任意划分P，振幅 0εω ≥i 的小区间的长

度之和不小于 0σ , 于是 ，则当∑
=

≥∆
n

i
ii x

1
00εσω ( ) 0max

1
→∆=

≤≤
ini

xλ 时， 不

趋于零. 

∑
=

∆
n

i
ii x

1
ω

9. 提示:  由于 在 连续, 所以一致连续, )(ug ],[ BA 0>∀ε , 0>∃δ , ,

只要

],[",' BAuu ∈∀

δ<− "' uu , 成立 ε<− )"()'( ugug . 另外设 Mug ≤)( . 

  由于 在 可积, 由习题 8, 对上述)(xf ],[ ba 0>ε 与 0>δ , 存在划分 , 使得

振幅

P

δω ≥)( fi 的小区间的长度之和小于ε , 于是 

∑
=

−+<∆
n

i
ii abMxfg

1
)](2[)( εω . 

 

第 2节 

4. (1) .       (2) .  ∫ >
1
0
xdx ∫

1
0

2dxx ∫ <
2

1
xdx ∫

2
1

2dxx

(3) ∫
−

−
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

2 2
1 dx

x

∫
1
0
2 dxx .  (4) ∫ <2

0
sin

π
xdx ∫ 2

0

π
xdx . 

7. 提示: 原式可化为 ∫
+

=−
−

2 0)]()([2 ba

a
dxbfxf

ab
，由此推出在 )

2
,( baa +

上至少

有一点η，满足 0)()( =− bff η . 再对 在)(xf ],[ bη 上应用 Rolle定理. 
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8. 提示: 令
a
tx = , )()( xax ψϕ = , 不等式化为 ( ) ( )∫∫ ≤

1
0

1
0

)()( dxxfdxxf ψψ . 对区

间 作划分]1,0[ P , 任取 ],[ 1 iii xx −∈ξ , 由 , 利用 Jensen不等式(第5.1节习

题 24), 得到 , 再令

0)(" ≥xf

( ) i

n

i
i

n

i
ii xfxf ∆≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∆ ∑∑
== 11

)()( ξψξψ ( ) 0max
1

→∆=
≤≤

ini
xλ , 即得到所

要证明的不等式.  

9. 提示: 设 , )()(1
0

ξfdxxf =∫ )1,0(∈ξ . 令 , 则 ∫ ∫−=
α αα
0

1
0

)()()( dxxfdxxfF

)()()(' ξαα ffF −= . 当 ξα <<0 时, )(αF 单调增加, 当 1<< αξ 时, )(αF 单

调减少, 由于 , 0)0( =F 0)1( =F , 可知当 ]1,0[∈α 时, 

 . 0)()()(
0

1
0

≥−= ∫ ∫
α αα dxxfdxxfF

10. 提示 : 令 , 则 . 设

, 则当

∫ ∫ −+= −a b abdyyfdxxfaF
0 0

1 )()()( bafaF −= )()('

bTf =)( Ta <<0 时, 单调减少, 当 时, 单调增加, 于

是 在 取最小值, 而最小值为零, 所以 

)(aF Ta > )(aF

)(aF Ta =

0)()()(
0 0

1 ≥−+= ∫ ∫ −a b abdyyfdxxfaF . 

11. 提示 : 对任意划分 , 设P ( )ini
x∆=

≤≤1
minδ . 当 δ<< h0 时 , 取 1−= ii xξ ; 当

0<<− hδ 时, 取 ii x=ξ . 于是 ∑ ∑
= =

∆≤∆−
n

i

n

i
iiiiih xfxff

1 1
)()()( ωξξ . 

12. 提示: (1) 由 , 得到对一切实数0)]()([ 2 ≥−∫
b
a

dxxgxfλ λ , 成立 

           , ∫
b
a

dxxf )(22λ ∫−
b
a

dxxgxf )()(2λ 0)(2 ≥+ ∫
b
a

dxxg

所以该两次三项式的判别式不大于零. 

(2) 不等式两边平方, 利用(1)的结果. 

13. 提示：设 +∞<≤≤< Mxgm )(0 , Afxf
bxa

==
≤≤

)()(max ξ ，不妨设  

时等式显然成立). 对任意的

0>A 0( =A

A<< ε0 , 取 ],[],[ ba⊂βα , 使得 ],[ βαξ ∈ , 且当

],[ βα∈x 时, 成立 AxfA ≤<−< )(0 ε , 于是 
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        [ ] { } [ ]nnnb
a

nnn AabMdxxgxfAm
111

)()()]([))(( −≤<−− ∫εαβ . 

令 , 得到∞→n { } AdxxgxfA nb
a

n ≤≤− ∫
1

)()]([ε , 由 ε 的任意性, 即得到所要证

明的等式.  

 

第 3节 

1. （1） )()(' xfxF −= . （2）
x

xfxF )(ln)(' = . （3） 2

2

)cossin(4
sin4)('

xxx
xxF

−+
= . 

2. （1）1. （2） . （3）e2
4

2π . （4） . 0

3. 提示: . ∫ <
x dtttf
0

)( ∫
x dttfx
0

)(

4. 当 , 取极小值1=x )(xf
12
17

− . 

5. （1） .（2） . 0 0

6. （1）
105
71 .（2）

2
12ln − .（3）

3ln
40

6ln
70

2ln2
15

++ .（4）
88
1 .（5）

16
1 .（6） 1

2
1

−π .

（7） .（8）0 2ln
2
1

32
1

4
1 2 −− ππ .（9）

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− 23

5
1 2

π

e .（10）
2
1)1cos1(sin

2
+−

e .

（11） )22ln2(
12
1

−+π .（12） 23

2
1

9
2 ee + .（13） )2ln1(

4
1

− . 

（14） 222

2
1

2
122 ee −

− . （15） ( ) 1)12ln(11ln 2 −++−+ e .（16）
3

32 . 

（17） 2ln8
3

17
− ; 提示: 令 1+= xt .   

（18） π
4
2 ; 提示: 令

x
xt 1
−= , 则 ∫ =

+
+1

0 4

2

1
1dx

x
x

∫ ∞− +
0

22 t
dt . 

（19） )13ln()22ln( +−+ . 提示：令
t

x 1
=  或 tx tan= . 

（20） 2
4
3

−π . 提示: 令 tx sin1+= . 

7. （1）
2
1 .（2）

1
1
+p

.（3）
π
2 . 
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8. （1）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅
−

为偶数

为奇数

n
n

n
n

π
!!

!)!1(
0

.   （2）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅
−

为偶数

为奇数

n
n

n
n

π2
!!

!)!1(
0

. 

（3）
!)!12(

!)!2(12

+
+

n
na n .（4） ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

!)!23(
!)!22(

!)!21(
!)!20(

8
1 . (5) 1)1(

!)1(
++

−
m

m

n
m . 

（6）

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=−

∑
=

+n

k

n
k

n

k

nnPe

ne

0

1
2

2

0!
2
1

2
1

2
1

0)1(
2
1

,  其中 为排列数. k
nP

提示: 利用递推公式 1
2

22
1

−−= nn IneI 及 )1(
2
1 2

0 −= eI . 

10.  (1) 2

16
3 π . (2) 2

4
1π . (3) 2

4
2 π . 

11.  (1) . (2) . (3) 285 0

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥−

<<+−

≤−

1
3
1

2
1

10
3
1

2
1

3
1

0
2
1

3
1

3

aa

aaa

aa

. (4) )!7ln(14 − . 

13. 42
1

2
1

2
1ln

e
e

−+
+ . 

14. ; 提示: 5)1(''',2)1(" == ff ∫= x dttgxxf 0

2
)(

2
)( ∫−

x dtttgx
0

)( ∫+ x dttgt
0

2 )(
2
1 . 

15. 
e
1 ; 提示: 对等式的两边求定积分, 得到 

         . ∫ =
e dxxf

1
)( ∫ −

e xdx
1

ln ∫−
e dxxfe

1
)()1(

16．
4
5 ;  提示：作变量代换 txu −= 2 ，将等式化为 

−∫ −

x
x

duufx 2
12

)(2 22
12

arctan
2
1)( xduuufx

x
=∫ −

， 

等式两边对 求导，再以 代入. x 1=x

17. . π2n

18. 
π
2 . 

 4



19. 提示: 0)()()(' ≡−= xfaxafxg , 令 1=x , 得到对任何a , 有
a

faf )1()( = . 

20. 提示：积分 dx
x

x
x

xf 2lnln2
2

4
1

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫  

dx
x

x
x

xf 2lnln2
2

2
1

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫ dx

x
x

x
xf 2lnln2
2

4
2

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ∫  

对上面两积分中任意一个作变量代换
t

x 4
= . 

21. 提示: =)(max xf ))(min)((max xfxf − )(min xf+ . 

设 )()(max ξfxf = , )()(min ηfxf = , 则 

)()()(min)(max ηξ ffxfxf −=− )()( ηξ ff −≤ ∫∫ ≤= b
a

dxxfdxxf )(')('ξ
η

; 

 设
ab −

1 )()( ςfdxxfb
a

=∫ , 则 )()(min ςfxf ≤ ∫−
= b

a
dxxf

ab
)(1 . 

22. 提示: 令 ∫ −=
x duuxufxF
0

))(()( { }∫ ∫−
x u dudxxf
0 0

)( , 显然 , 只须证明

. 

0)0( =F

0)(' ≡xF

23. 提示: 
2

2
)("

2
1

22
'

2
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

axfaxafafxf ξ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

22
'

2
axafaf , 

对不等式两边积分. 

注.  本题也可直接利用 7.2节习题 8的结果, 取 tt =)(ϕ . 

24. 提示: 
2

3
1)("

2
1

3
1

3
1'

3
1)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= xfxffxf ξ  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

3
1

3
1'

3
1 xff , 

将 换成 , 再对不等式两边积分. x 2x

注.  本题也可直接利用当 0)(" ≤xf 时与 7.2节习题 8相对应的结果, 取 

1=a  , . 2)( tt =ϕ

25. 提示: ∫ ∑ ∫ ∫
−

=

+ +

+ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=π

π

π

π

π
2
0

1

0

)12(

2

)22(

)12( sin)(sin)(sin)(
n

k
n

k

n
k n

k

n
k nxdxxfnxdxxfnxdxxf  
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∑∫
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1

0
0

sin)12(21 n

k
tdt

n
tkf

n
tkf

n
π ππ 0≥ . 

26. 提示: 设 , 则∫=
x dxxfxg
0

)()( 0)(,0)0( == πgg . 再令 ,

则 , . 对  应用 Rolle 定理, 

可知存在

∫=
x xdxxgxh
0

sin)()(

0)0( =h ∫ ==
ππ
0

sin)()( xdxxgh 0cos)(
0∫ =
π xdxxf )(xh

),0( πη ∈ , 使得 0sin)()(' == ηηη gh , 即 0)( =ηg . 再对 应用 Rolle

定理, 可知存在

)(xg

),0(1 ηξ ∈ , ),(2 πηξ ∈ ,使得 0)( 1 =ξf , 0)( 2 =ξf . 

 

第 4节 

1. （1） 2ln
2
3
− .（2）

3
16 .（3）

2
π .（4） 21

−+
e

e .（5）
10
8110ln

10
99

− . 

  （6）
15
8 .（7） 2

8
3 aπ .（8） 23

3
4 aπ .（9） ( ) 24 1

4
1 ae −π .（10） 22

2
1 ba ππ + . 

  （11）π .（12） . （13）2a 2

2
1 aπ . 

（14） 2

2
3 a ；提示：令 31 t

atx
+

= ， 3

2

1 t
aty
+

= ， +∞→0:t . 

（15） 22 aπ ；提示：将曲线方程化成极坐标方程 
θ2sin2

2
2

2
2

−
=

ar .   

2. 提示 : 取焦点 为极点 , 轴为极轴 , 则抛物线的极坐标方程为)0,(a x

θcos1
2

−
=

ar . 求面积函数 ∫
+

−
= πθ

θ
θ

θ
θ daA 2

2

)cos1(
4

2
1)( 的极值点, 由 0)(' =θA 可

得到
2
πθ = . 

3. (1) 
27

81080 − . (2) )1(
4
1 2 +e . (3) )tanln(sec aa + . (4) . (5) . (6) . a6 a22π a8

(7) ( )22 412ln
2

41 ππππ ++++
aa .  (8) 

2
3 aπ . 

4. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− aa

2
3,

2
3

3
2π . 

5. (1) )22(
6

aBAbabABh
+++

π . (2) abcπ
3
4 . (3) 3

3
16 a . (4) 3

9
8

3
2 a⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π . 
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6. 提示: (1) 作区间 的划分],[ ba bxxxxaP n =<<<<= 210: , 则关于小区域 

{ })(0,),( 1 xfyxxxyx ii ≤≤≤≤−  绕 轴旋转所得的体积有 y

)()( 2
1

2
iiii xfxxV −−≈∆ π )(2 ii xfxπ≈ . 

(2) 设 θθ cos)(rx = , θθ sin)(ry = , αα cos)(ra = , ββ cos)(rb = . 则 

    ∫=
a
b

dxyV 2π ααπ 22 sin)(
3
1 ar− ββπ 22 sin)(

3
1 br+  

∫=
a
b

dxy 2π ∫+ b
a

xyd )(
3
1 2π  

∫ −=
α
β

θθθθπ drrr )sincos'(sin 22  

( )∫ −++ β
α

θθθθθθπ drrrr 332322 sincossin2cossin'3
3
1  

∫= β
α

θθθπ dr sin)(
3

2 3 . 

7. (1) 2

3
4 abπ .  (2) (i) 2

2
1π , (ii) . (3) 22π 3

105
32 aπ . (4) (i) , (ii) . 326 aπ 327 aπ

(5) . (6) ba222π 3

3
8 aπ . (7) 33 )1(

15
ae +ππ . (8) 3

3
2)12ln(2

4
a⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

π .  

8. . 0615102 54325 =−+− caccaa

9. . 1=a

10. 
2
21

3
−b .  

11. (1) 
2
2

=a , ( )
6
2

3
1

min21 −=+ SS ;  (2) π)12(
30
1

+ . 

12. 提示：（1）对 2

2
3)()(' xaxfxxf += 两边关于 在 上积分，由 ， x ]1,0[ ∫ =

1
0

2)( dxxf

得到 
2

4)1( af += .  又因为 2

2
3)()(' xaxfxxf +=  可化为 

2
3)'( a

x
f

= , 结合 

2
4)1( af += , 解得 xaxaxf )4(

2
3)( 2 −+= , 其中常数 ]4,8[−∈a . 

(2) )16010(
30

)( 221
0

++=∫ aadxxf ππ , 可知当 5−=a 时区域 绕 轴旋转所得的

旋转体体积最小. 

S x

13. (1) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+ 2

3
2
3

)2(
3

2
ppa

pπ
.  (2) )12ln(222 ++ ππ . 

 7



(3) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

−
+

=

<
−+

−
+

ba
a

ba

ba

bab

baab

ba
a

abb

ab

bab

22

22

2
2

22

22

2
2

arcsin22

4

ln22

ππ

π

ππ

. 

(4) 2

5
12 aπ . (5) 2

5
32 aπ . (6) (i) 2)224( aπ− ; (ii) 222 aπ . 

14． π
6

1511 − . 

16. (1) 
4
2

=K , 22=R . (2) 
a

K
4

2
= , aR 22= . 

17. (1) 
2
3

)2( px

p
K

+

= , 
p
pxR

2
3

)2( +
= . 

 (2) 
[ ]2

3
4222

4

)( axba

baK
−+

= , [ ]
ba

axbaR 4

2
3

4222 )( −+
= . 

 (3) 
33

1
axy

K
⋅

= , 33 axyR ⋅= . 

 (4) 
at

K 1
= , . atR =

18. . 8)2()3( 22 =++− yx

第 5节 
1. mg. 75

2. q
6

155 − . 

3. N. 7104.5 ×

4. 2222 bab +ρπ . 

5. J. 91004.1 ×

6. )2(
3
4 4

水ρρπ −gr . 
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7. 42

3
4 rπρω . 

8. J. 9

9. kTTTT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+−−

35
22249

5
243

7
729 357 . 

10. 510
3

1
×

g
s s. 41006.1 ×=

11. 容器改为由曲线 绕4cxy = y轴旋转所得的旋转曲面. 

12. 1600
0

0

2
tt

QQ
−

−
⋅= . 

13. 
25
1

400
18)( += tty , )

3
640( ≤≤ t . 提示: 设B物质的浓度为 , 则 )(ty

dt
y
kdy = , 解得 cktty += 2)( . 由

5
1)0( =y 与

4
1)

2
1( =y , 得到

400
9

=k ,
25
1

=c . 

14. .  )(
0maxmax

0))(()( ttetPPPtP −−−−= λ

提示: 满足方程)(tP dttPPdP ))(( max −= λ . 

15. 提示: 由 kNdtdN =  与 0)0( NN = , 解得 .  kteNtN 0)( =

16. m. 提示: 设废气浓度为 , 则2ln1000 )(ty dttydy )(
1000

1
−= , 解得 

1000
100

)(
t

eaty
−

= .  
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