
习    题 13.1 

 
1.  设一平面薄板（不计其厚度），它在 xy平面上的表示是由光滑的简单闭曲线围成的闭区
域 D。如果该薄板分布有面密度为µ( , )x y 的电荷，且µ( , )x y 在 D上连续，试用二重
积分表示该薄板上的全部电荷。 

2. 设函数 在矩形 Df x y( , ) ]1,0[],0[ ×= π 上有界，而且除了曲线段 y x x= ≤sin , 0 ≤ π
外， 在 D上其它点连续。证明 在 D上可积。 f x y( , ) f

3. 按定义计算二重积分 ，其中 Dxydxdy
D
∫∫ ]1,0[]1,0[ ×= 。 

（提示：计算时可将 D ]1,0[]1,0[ ×= 用直线均匀划分。） 

4. 设一元函数 在 上可积，)(xf ],[ ba ],[],[ dcba ×=D 。定义二元函数 

)(),( xfyxF = ， D∈),( yx 。 

 证明 在 上可积。 ),( yxF D
5．设D是 2R 上的零边界闭区域，二元函数 和 在 上可积。证明 ),( yxf ),( yxg D
     )},(),,(max{),( yxgyxfyxH =
和 

    )},(),,(min{),( yxgyxfyxh =
也在 上可积。 D
 

习    题  13.2 
1.  证明重积分的性质 8。 
2.  根据二重积分的性质，比较下列积分的大小： 

(1) 与 ，其中 为∫∫ +
D

dxdyyx 2)( ∫∫ +
D

dxdyyx 3)( D x轴， y轴与直线 x y+ = 1所

围的区域； 

(2) 与∫∫ +
D

dxdyyx )ln( [ ]∫∫ +
D

dxdyyx 2)ln( ，其中 为闭矩形[ , 。 D ] [ , ]3 5 0 1×

3.  利用重积分的性质估计下列重积分的值： 

(1) ，其中 为闭矩形[ ,∫∫ +
D

dxdyyxxy )( D ] [ , ]0 1 0 1× ； 

(2) ∫∫ ++D yx
dxdy

22 coscos100
，其中 为区域{(D , )| | | | | }x y x y+ ≤ 10 ； 

(3) 
dxdxdz

x y z1 2 2+ + +∫∫∫
Ω

2 ，其中Ω为单位球{( , , )| }x y z x y z2 2 2 1+ + ≤ 。 

4． 计算下列重积分： 

(1) ，其中 为闭矩形[ ,∫∫ ++
D

dxdyyyxx )3( 323 D ] [ , ]0 1 0 1× ； 

(2) ，其中 为闭矩形[ , ]∫∫ +

D

dxdyxy yx 22

e D [ , ]a b c d× ； 

(3) 
dxdydz

x y z( )+ +∫∫∫ 3
Ω

，其中Ω为长方体[ , ] [ , ] [ , ]1 2 1 2 1 2× × 。 

 5．在下列积分中改变累次积分的次序： 

(1) ； dx f x y dy a b
a

b

a

x

∫ ∫ <( , ) ( )

 1



(2) dx f x y dy a
a

ax x

ax

0

2

2

2

2 0∫ ∫ −
>( , ) ( )； 

(3) ； dx f x y dy
x

0

2

0

π

∫ ∫ ( , )
sin

(4) ； dy f x y dx dy f x y dx
y y

0

1

0

2

1

3

0

3

∫ ∫ ∫ ∫+
−

( , ) ( , )

(5) （改成先 方向，再 方向和 方向的次序积分）； dx dy f x y z dz
x x y

0

1

0

1

0∫ ∫ ∫
− +

( , , ) y x z

(6) dx dy f x y z dz
x

x

x y− − −

−

+∫ ∫ ∫1

1

1

1 1

2

2

2 2 ( , , ) （改成先 方向，再 方向和 方向的次序积

分）。 

x y z

6． 计算下列重积分： 

(1) ，其中 为抛物线 和直线∫∫
D

dxdyxy 2 D y p2 2= x x
p

p= >
2

0( )所围的区域； 

(2) )0(
2

>
−∫∫ a

xa
dxdy

D

，其中 为圆心在 ( , ，半径为 并且和坐标轴相切

的圆周上较短的一段弧和坐标轴所围的区域； 

D )a a a

(3) ，其中 为区域{(∫∫ +

D

dxdyyxe D , )| | | | | }x y x y+ ≤ 1 ； 

(4) ，其中 为直线∫∫ +
D

dxdyyx )( 22 D y x y x a y a= = + =, , 和

所围的区域； 

)0(3 >= aay

(5) ，其中 为摆线的一拱∫∫
D

ydxdy D )cos1(),sin( tayttax −=−= )20( π≤≤ t

与 x轴所围的区域； 

(6) ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+

D

dxdyxy
yx )(

2
1 22

e1 ，其中 为直线D 1, −== yxy 和 所围的区域； 1=x

(7) ，其中 ； ∫∫
D

ydxdyx2 }0,10,2|),{( 22 xyxxyxyx ≤≤≤≤≥+=D

(8) ，其中 Ω 为曲面xy z dxdydz2 3

Ω
∫∫∫ z xy= ，平面 y x x= =, 1和 所围的

区域； 

z = 0

(9) 
dxdydz
x y z( )1 3+ + +∫∫∫

Ω

，其中Ω为平面 x y z= = =0 0, , 0

2

和 所围

成的四面体； 

1=++ zyx

(10) 
 

，其中Ω为抛物面 与平面 z hzdxdydz
Ω
∫∫∫ z x y= +2 h= >( 0)所围的区域； 

(11) 
 

，其中Ω为球体 和  ∫∫∫
Ω

dxdydzz 2 2222 Rzyx ≤++ Rzzyx 2222 ≤++

)0( >R 的公共部分； 

（12） ，其中Ω为椭球体∫∫∫
Ω

dxdydzx 2 12

2

2

2

2

2
≤++

c
z

b
y

a
x

。 

7． 设平面薄片所占的区域是由直线 xyyx ==+ ,2 和 轴所围成，它的面密度为

，求这个薄片的质量。 

x
ρ( , )x y x y= +2 2

p 08． 求抛物线 与 所围图形的面积。 y px2 22= + y qx q p q2 22= − + >( , )
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9． 求 四 张 平 面 x y x y= = = =0 0 1, , , 1
6

所 围 成 的 柱 体 被 平 面 和z = 0
2 3x y z+ + = 截的的立体的体积。 

10． 求柱面 与三张平面122 =+ zy 0,,0 === zxyx 所围的在第一卦限的立体的体

积。 
11． 求旋转抛物面 ，三个坐标平面及平面z x y= +2 2 x y+ = 1所围有界区域的体积。 
12． 设 在f x( ) R上连续， 为常数。证明 ba,

(1) ； dx f y dy f y b y dy
a

b

a

x

a

b

∫ ∫ ∫= −( ) ( )( )

(2) （ ）。 dy e f x dx a x e f x dx
a a xy a xa

0 0 0∫ ∫ ∫− −= −( ) ( )( ) ( ) ( ) 0>a
13．设 在 上连续，证明 f x( ) ]1,0[

∫∫∫ −=
1

0

1

0
)()()(

2

dxxfeedxxfedy xxy

y

y
。 

14. 设 ]1,0[]1,0[ ×=D ，证明 

[ ] 2)cos()sin(1 22 ≤+≤ ∫∫
D

dxdyyx 。 

15．设 ，利用不等式]1,0[]1,0[ ×=D 1cos
2

1
2

≤≤− tt
（ 2/|| π≤t ）证明 

1)cos(
50
49 2 ≤≤ ∫∫ dxdyxy

D

。 

16．设 是由D xy平面上的分段光滑简单闭曲线所围成的区域， 在 轴和 轴上的投

影长度分别为 和 ，

D x y
lx ly ( , )α β 是D内任意一点。证明 

(1) D
D

mlldxdyyx yx≤−−∫∫ ))(( βα ； 

(2) 
4

))((
22

yx ll
dxdyyx ≤−−∫∫

D

βα 。 

17．利用重积分的性质和计算方法证明：设 在 上连续，则 )(xf ],[ ba

∫∫ −≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ b

a

b

a
dxxfabdxxf 2

2

)]([)()( 。 

18．设 在[ 上连续，证明 f x( ) , ]a b
2

],[],[

)()( )(dde abyx
baba

yfxf −≥∫∫
×

−
。 

19．设Ω },,2,1,10|),,,{( 21 nixxxx in =≤≤= ，计算下列n重积分：  

(1) ； ∫
Ω

+++ nn dxdxdxxxx 21
22

2
2

1 )(

(2) 。 ∫
Ω

+++ nn dxdxdxxxx 21
2

21 )(

 
 

习    题  13.3 
 
1.  利用极坐标计算下列二重积分： 

（1） ，其中 是由圆周 所围区域； ∫∫ +−

D

dxdye yx )( 22

D x y R R2 2 2 0+ = >( )
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（2） ∫∫
D

dxdyx ，其中 是由圆周 所围区域； D xyx =+ 22

    （3） ，其中 是由圆周 所围区域； ∫∫ +
D

dxdyyx )( D x y x2 2+ = + y

（4） ∫∫ ++
−−

D

dxdy
yx
yx

22

22

1
1

，其中 是由圆周 及坐标轴所围成的在第 D x y2 2 1+ =

一象限上的区域。 
2. 求下列图形的面积： 
    （1）( )  （(a x b y c a x b y c1 1 1

2
2 2 2

2 1+ + + + + =) δ = − ≠a b a b1 2 2 1 0）所围的区域； 
（1） 由抛物线 ，直线y mx y nx m n2 2 0= = < <, ( ) y x y x= = < <α β α β, (0 )

)0
所围的区域； 

    （3）三叶玫瑰线 所围的图形； ( ) ( ) (x y a x xy a2 2 2 3 23+ = − >

（4）曲线
x
h

y
k

x
a

y
b

h k a b+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = + > >

4 2

2

2

2 0( , ; , )0 所围图形在 x y> >0, 0的部分。 

3. 求极限 

lim ( , )
ρ

ρπ ρ→
+ ≤
∫∫0 2

1
2 2 2

f x y dxdy
x y

， 

其中 在原点附近连续。 f x y( , )
4. 选取适当的坐标变换计算下列二重积分： 

   （1） ( )∫∫ +
D

dxdyyx ，其中 是由坐标轴及抛物线D x y+ = 1所围的区域； 

   （ 2） ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

D

dxdy
b
y

a
x

2

2

2

2

，其中 是由  i）椭圆D
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = 所围区域； ii）圆

所围的区域； 222 Ryx =+

    （3） ，其中 是由直线∫∫
D

ydxdy D 0,2 =−= yx ， 2=y 以及曲线
22 yyx −−= 所

围的区域； 

   （4） ∫∫ +
−

D

dxdye yx
yx

，其中 是由直线D x y x+ = =2 0, 及 y = 0所围的区域； 

 （5） ∫∫ −+
+

D

dxdy
yx

yx
2

2

)(1
)(

，其中闭区域 }1|||||),{( ≤+= yxyxD ； 

（6） ∫∫
−−

+

D

dxdy
yxa

yx
222

22

4
，其中闭区域 是由曲线D axay −−= 22

（ ）

和直线

0>a

xy −= 所围成。 
5. 选取适当的坐标变换计算下列三重积分： 

   （1） ，其中Ω为球 ； ( )x y z dxdydz2 2 2+ +∫∫∫
Ω

{( , , )| }x y z x y z2 2 2 1+ + ≤

   （2） 1
2

2

2

2

2

2− − −∫∫∫
x
a

y
b

z
c

dxdydz
Ω

，其中Ω为椭球
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤++ 1),,( 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xzyx ； 

   （3） z x y dxdydz2 2+∫∫∫
Ω

，其中Ω为柱面 y x x= −2 2
及平面 z z a a= = >0 0, ( )
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和 所围的区域； y = 0

   （4）
( )z x y z

x y z
dxdydz

ln 1
1

2 2 2

2 2 2

+ + +
+ + +∫∫∫

Ω

，其中Ω为半球 

}0,1|),,{( 222 ≥≤++ zzyxzyx ； 

   （ 5 ） ， 其 中 Ω 为 抛 物 面 与 球 面

 所围的区域。 

( )x y z dxdydz+ +∫∫∫ 2

Ω

x y a2 2 2+ = z

3+ + = ( )a > 0x y z a2 2 2 2

（6） ，其中Ω为平面曲线 绕 轴旋转一周形成的曲面

与平面

( )∫∫∫
Ω

+ dxdydzyx 22

⎩
⎨
⎧

=
=
0

,22

x
zy

z

8=z 所围的区域； 

（7）∫∫∫
Ω ++

dxdydz
zyx 222

1
，其中闭区域Ω= ，

； 

),,{( zyx | 1)1( 222 ≤−++ zyx

}0,0 ≥≥ yz
（ 8） ，其中闭区域 Ω =  ∫∫∫

Ω

−++−−+ dxdydzxzyzyxzyx ))()(( ),,{( zyx |

}10,10,10 ≤−+≤≤+−≤≤−+≤ xzyzyxzyx 。 

6．求球面 和圆柱面 所围立体的体积。 x y z R2 2 2+ + = 2 )

y 2

x y Rx R2 2 0+ = >(

7．求抛物面 与锥面z x= − −6 2 z x y= +2 2
所围立体的体积。 

8．求下列曲面所围空间区域的体积： 

（1） 
x
a

y
b

z
c

ax a b c
2

2

2

2

2

2

2

0+ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = >( , , )； 

（2） )0,,(1
22

>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + cba

c
z

b
y

a
x

与三张平面 0,0,0 === zyx 所围的在

第一卦限的立体。 
9．设一物体在空间的表示为由曲面 与平面)(254 222 yxz += 5=z 所围成的一立体。其密

度为 ，求此物体的质量。 22),,( yxzyx +=ρ
10. 在一个形状为旋转抛物面 的容器内，已经盛有z x y= +2 2 8π 立方厘米的水，现又倒入

120π 立方厘米的水，问水面比原来升高多少厘米。 

11．求质量为M 的均匀薄片  对 轴上 点处的单位质量的质

点的引力。 
⎩
⎨
⎧

=
≤+

0

222

z
ayx

z ( , , ) ( )0 0 0c c >

12．已知球体 ，在其上任一点的密度在数量上等于该点到原点距离的平

方，求球体的质量与重心。 
x y z R2 2 2 2+ + ≤ z

13．证明不等式 

4sinsin16
)417(2

1
22

22

ππ ≤
++

≤− ∫∫
≤+ yx yx

dxdy
。 

14．设一元函数 在 上连续，证明 )(uf ]1,1[−

∫∫∫ −
≤+

=+
1

1
1||||

)()( duufdxdyyxf
yx

。 

15．设一元函数 在 上连续。证明 )(uf ]1,1[−
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∫∫∫∫ −
Ω

−=
1

1

2 )1)(()( duuufdxdydzzf π ， 

 其中 为单位球 。 Ω 1222 ≤++ zyx
16．计算下列 重积分：  n
       （1） x x x dx dx dxn n1 2 1 2+ + +∫

Ω

， 

            其中Ω },,2,1,0,1|),,,{( 2121 nixxxxxxx inn =≥≤+++= ； 

（2） ， ( )x x x dx dx dxn n1
2

2
2 2

1 2+ + +∫
Ω

其中Ω为 维球体 。 n }1|),,,{( 22
2

2
121 ≤+++ nn xxxxxx

 
 

习    题  13.4 
 
1． 讨论下列反常积分的敛散性： 

（1） ∫∫ ++2 )||1)(||1(R
qp yx

dxdy
； 

（2）
( )∫∫

++D

dxdy
yx

yx
p221

),(ϕ
， }10|),{( ≤≤= yyxD ，而且0 < ≤ ≤m x yϕ( , ) M  

（ 为常数）； Mm,

    （3）
ϕ( , )

( )
x y

x y
dxdyp

x y 1 2 2
12 2 − −

+ ≤
∫∫ ，其中ϕ( , )x y 满足与上题同样的条件； 

    （4）
dxdy

x y
p

a a −×
∫∫

[ , ] [ , ]0 0

； 

    （5）
dxdydz

x y z p
x y z ( )2 2 2

12 2 2 + +
+ + ≤
∫∫∫ 。 

2．计算下列反常积分： 

   （1） ∫∫
D

qp yx
dxdy

，其中 ，且}1,1|),{( ≥≥= xxyyxD p q> > 1； 

   （2） e dx
x
a

y
b

x
a

y
b

− +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

+ ≥

∫∫
2

2

2

2

2

2

2

2 1

dy； 

   （3） 。 ∫∫∫ ++−

3

222 )(

R

dxdydze zyx

3．设D是由第一象限内的抛物线 ，圆周 以及y x= 2 x y2 2 1+ = x轴所围的平面区域，证 

明 ∫∫ +D
22 yx

dxdy
收敛。 

4．判别反常积分 

∫∫ ++
=

2 )1)(1( 22
R yx

dxdyI  

是否收敛。如果收敛，求其值。 
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5．设 ∫∫
≤≤
≤≤

−

=

ty
tx

y
tx

dxdyetF

0
0

2

)( ，求 。 )(tF ′

6．设函数 在 上连续，证明 )(xf ],0[ a

∫∫∫ =
−−≤≤≤

a

axy

dxxfdxdy
yxxa

yf
0

0

)(
))((

)( π 。 

7．计算积分 。 ∫ +++−

n

n
n

xxx dxdxdx
R

21
)( 22

2
2

1e

 
 

习    题  13.5 
1.  计算下列外积： 

（1） ； )6()7( 2 dzxdyydxdyzxdx +−∧+
（2） )sin(sin)cos(cos xdyydxxdyydx −∧+ ； 
（3） )()276( dzdydxdzdxdydx ++∧∧+∧ 。 

2.  设 

。43243213312211

4323312110

dddddddddd
,dddddd

xxxbxxxbxxbxxb
xxxaxxaxaa

∧∧+∧∧+∧+∧=
∧∧+∧++=

η
ω

 

求ω η+ 和ω η∧ 。 
3.  求 

23
2

1312
2

2
2

3

13
2

231
2

2323211

ddddd)(

dddd)1(dddd

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

∧−∧∧++

∧+∧++∧+∧=ω
 

的标准形式。 
4.  证明外积满足分配律和结合律。 
5.  写出微分形式 在下列变换下的表达式： zyx ddd ∧∧
（1）柱面坐标变换 

x r y r z z= = =cos , sin ,θ θ ； 
（2）球面坐标变换 

x r y r z r= = =sin cos , sin sin , cosϕ θ ϕ θ ϕ  。 

    6.  设 （ ）为∑
=

=
n

i
i

j
ij xa

1

dω nj ,,2,1= nR 上的 1-形式，证明 

n
j

in xxxa ddd)det( 2121 ∧∧∧=∧∧∧ ωωω 。 
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