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 答案与提示 
 

矩阵与行列式练习题 

 

§1 向量与矩阵 
 

1．（1）


















202

112

011

AB ， 









21

12
BA 。不成立； 

（2）


















210

011

221

)( TAB ， 









21

12
TT

BA 。不成立。 

2． 3 。 

3． 1x 。 

4． 








00

00
。 

5．（1）























nnnnn

nn

nn

adadad

adadad

adadad









2211

2222211

1122111

AD ，























nnnnnnn

n

n

adadad

adadad

adadad









21

22222212

11121111

DA ； 

（2）提示：利用（1）的结论，并比较 AD和 DA的各元素。 

6．提示：（1），（2），（3），（4）按定义直接验证；（5） )(
2

1
)(

2

1 TT
AAAAA  。 

7． 0a 。 

8．提示：直接验证。 

9．






















111

111

111

333

333

333

nnn

nnn

nnn

。 

10．







 .,2

,,2

1 为奇数

为偶数

n

n

n

n

n

A

I
A  

11．
















000

000

000

。 

12．
















a

ba

cba

00

0 ， a，b ， c为任意常数。 

13．提示：直接验证。 

14．提示：（1）利用矩阵乘法的定义计算 )(tr AB 和 )(tr BA ；（2）利用（1）的结
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论。 

15．提示：利用乘法分配律直接验证。 

16．提示：参见例 1.1.15。 

 

§2  行列式 
 

1．（1） 7 ；（2） )4)(1(3 22  xx ；（3） )4( 222 abb  ；（4） )1)(1( 32 aaa  。 

2．3。 

3．提示：原行列式可表为
































000

sinsinsin

coscoscos

0cossin

0cossin

0cossin











。 

4．1。 

5．0。  

6． )2(2 naa  。 

7．
2

1
。 

8． 1 。 

9．提示：将一些列的适当倍数加到后面的列。 

10．（1） 2 nn aa ；（2） 12

)1(

2

1
)1( 




 n

nn

n
n

；（3） 



n

i

ia
1

1 ； 

（4） 1n ；（5）
















































 



n

i i

n

i

i

n

i

i

n

a
a

n
a

11

2

1

1

4

1

2
12）（ ； 

（6） )())(( ,12331221 nnn axaxaxx   ；（7） nba )( 22  。 

11．1， 1 ，2， 2 。 

12．有 1n 个根： 01 x ， 12 x ，…， 21  nxn 。 

13．提示：将各列加到第一列，再将第一行的（ 1 ）倍数加到下面各行。 

14．提示：将第一行的适当倍数加到下面各行。 

15．提示：用数学归纳法。 

16．提示：对下式取行列式： 



































































nnnnnnnn

n

n

nnnn

n

n

aaaaaa

aaa

aaa

AAA

AAA

AAA























2121

22212

12111

,12,11,1

22221

11211

||

||

100

A

A

。 

17．提示：从第 i 行提取公因子 n

ia （ 1,,2,1  ni  ），再利用 Vandermonde 行列

式的结论。 
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18．提示：从最后一行开始依次减去前面一行，并利用 k

n

k

n

k

n CCC 1

1

1 



  。之后按

第一列展开，再重复前面的步骤。 

19． 5 。 

20． !n 。 

 

§3  逆  阵 

 
 

1.（1）






















320

111

321

；（2）



























1111

1111

1111

1111

4

1
；（3）


























3

1

3

1
3

2

3

1

00

00

0052

0021

。 

2．































1

11

11

11

1 A ， || A 中所有元素的代数余子式之和为 1。 

3．
















333

112

411

3

1
。 

4．






















410

410

12

。 

5． )(
6

11

nIAA  ， AIA
6

1
)( 1   ， )3(

6

1
)4( 1

AIIA  

n 。 

6．
















201

030

102

。 

7．
















101

110

011

4

1
。 

8．



























1210

0121

0012

0001

。 

9．提示：利用 IAA  T)( 1 。 

10．提示：利用矩阵运算规则直接验证。 

11．提示：利用 1* ||  AAA 。 
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12．
3

2 12 


n

。 

13．





















1030

0606

0060

0006

。 

14． 1 。 

15．提示：（1） TT

n ααααIA )2(2  ；（2）用反证法及（1）的结论。 

16． T
CA 。 

17．提示：题目的假设就是











































a

a

a



1

1

1

A 。 

18．（1）提示：利用例 1.3.15（2）的方法； 

（2） )1(!)1(|| nnn A ； 

（3）






























 



2

11

21)1()1(
n

i

i

n

i

i

n aan 。 

19． 01 x ， 22 x ， 03 x ， 04 x 。 

20．
4

)1( 2


a
b 。 

21．提示：方程组的系数行列式为 nba )( 22  ，其解为
ba

xi



1

（ ni 2,,2,1  ）。 

 

线性方程组练习题 

 

§1  向量的线性关系 

 

1．（1）线性无关；（2）线性相关。 

2．当 5a 且 12b 时线性相关，其他情形线性无关。 

3．（1）当 5t 时，线性相关；（2） 5t 时，线性无关；（3）能。 213 2aaa  。 

4．（1）当 0t 或 10t ，线性相关；（2）当 0t 且 10t 时，线性无关。 

5． 1lm 。 

6．当m 为偶数时，线性相关；当m 为奇数时，线性无关。 

7．能。 

8．（1）能；（2）不能。 

9． 0k 且 3k 。 

10．提示：略。 

11．提示：利用线性相关定义的线性表达式，再左乘 A。 

12．提示：按定义推知。 

13．提示：必要性由定义和 Cramer 法则导出。充分性通过 neee ,,, 21  可以被
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naaa ,,, 21  线性表示推出。 

14．提示：对等式中的系数是否有为零进行讨论。 

15．提示：充分性由 Cramer 法则导出；必要性利用第 13 题的结论。 

16．提示：记 A的行向量为 maaa ,,, 21  ，C 的行向量为 mccc ,,, 21  ，则由

CAB  得 T

i

T

i

T
caB  （ mi ,,2,1  ）。若 0aaa  mm 2211 ，则可得 

0aBaBaB  T

m

T

m

TTTT  2211 ，即 0ccc  T

mm

TT  2211 。 

由此得 021  m  。 

17．提示：用数学归纳法。 

18．提示：按定义写出线性组合为0 的表达式，再左乘 A，证明每个系数为 0。 

19．提示：记 ),,,( 21 naaaA  ，则























n

T

n

T

n

T

n

n

TTT

n

TTT

T

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

AA









21

22212

12111

。 

 

§2  秩 
 

1．（1）3；（2）2；（3） 0na 时，秩为 n； 0na 时，秩为 1n 。 

2．3。 

3．（1）线性相关；（2）线性无关。 

4．秩为 4； 1a ， 2a ， 4a ， 5a 是一个极大无关组。 

5．当 0a 或 10a 时， 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性相关。 

当 0a 时， 1a 是一个极大无关组，此时 12 2aa  ， 13 3aa  ， 14 4aa  。 

当 10a 时， 2a ， 3a ， 4a 是一个极大无关组，此时 4321 aaaa  。 

6．提示：考虑极大无关组。 

7．不等价。 

8． 1a 。 

9．
2

1
 ba 。 

10．提示：由  maaa ,,, 21   mbbb ,,, 21  D可得 

m rank  maaa ,,, 21   rank  mbbb ,,, 21  。 

11．提示： n rank( BAI  )  rank  )( AI rank( B )，以及从 AA 2 得

rank  )( AI rank( A ) n 。 

12．提示：利用定理 2.2.5 的（6）。 

13．提示：由 1 BABA 可推知 OABIABI  ))(( 。 

14．提示：利用定理 2.2.5 的（4）和（6）。 

15. 1。 

16．提示：（1）充分性易知。必要性：设 rank( A ) n 。通过行初等变换，即存

在可逆矩阵 1P ，使得 









2

1

1
B

B
AP ，其中 1B 为n阶可逆矩阵。此时 
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



































 O

I
AP

I

B

IB

I n

nmnm

n

1

1

1

2

。 

（2）的证明类似。 

17．提示：由定理 2.2.6，存在m 阶可逆矩阵 P 和n阶可逆矩阵Q ，使得 

A  QOI
O

I
PQ

OO

OI
P ,r

rr


















。 

 

§3  线性方程组 

 

1．（1）  Tc )0,0,1,2,1(1  Tc )0,1,0,2,1(2

Tc )1,0,0,6,5(3  ， 1c ， 2c ， 3c 是任

意常数。 

（2）  T)0,2,1,2,1( Tc )11,26,14,20,0(1  ， 1c 是任意常数。 

（3）无解。 

2．当 1a 或 1b 时有非零解。 

（1）当 1a 时，通解为： 1b 时，



































1

0

1

0

1

1

21 ccx ； 1b 时，


















0

1

1

1cx ，

其中 1c ， 2c 为任意常数。 

（2）当 1b 时，通解为： 1a 时，



































1

0

1

0

1

1

21 ccx ； 1a 时，


















1

0

1

1cx ，

其中 1c ， 2c 为任意常数。 

3． 2a 。 

4．通解：      TTT
cc 1,0,0,10,1,3,10,0,1,2 21 x ；满足 2

2

2

1 xx  的解：

   TT
c 2,1,3,31,0,1,1 1 x 或    TT

c 4,1,3,33,0,1,1 2 x （ 1c ， 2c 为任意

常数）。 

5．当 9k 时，通解为



































k

cc 6

3

3

2

1

21x （ 1c ， 2c 为任意常数）。 

当 9k 时，若 rank 2)( A ，则通解为


















3

2

1

1cx （ 1c 为任意常数）；若 rank 1)( A ，则

通解为











































1

0

0

1 21

a

c

a

b

ccx （ 1c ， 2c 为任意常数）。 

6．（1） 0a 或 2a ； 

（2） 0a 时通解为  Tc 0,1,2 （c为任意常数）； 2a 时通解为  Tc 1,1,1  （c

为任意常数）。 
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7．（1）当 2 且 1 时，方程组有唯一解。 

（2）当 2 时，方程组无解。 

（3）当 1 时，方程组有无穷多解。通解为 

     TTT
cc 1,0,10,1,10,0,2 21 x ， 1c ， 2c 为任意常数。 

8．（1）当 1a 时（b 可为任意常数），方程组有唯一解 

1

2
1






a

ab
x ，

1

32
2






a

ba
x ，

1

1
3






a

b
x ， 04 x 。 

（2）当 1a ， 1b 时，方程组有无穷多解。通解为 

     TTT
cc 1,0,2,10,1,2,10,0,1,1 21 x ， 1c ， 2c 为任意常数。 

（3）当 1a ， 1b 时，方程组无解。 

9．   TT

c )1,2,1(,0,0 12

1
 x （ 1c 为任意常数）。 

10．（1）略； 

（2） 2 ， 3 ；通解： TTT cc )1,0,5,4()0,1,1,2()0,0,3,2( 21 x （ 1c ，

2c 为任意常数）。 

11．（1）当 0a 时有唯一解 T

nxxx ),,,( 21 x ，且
an

n
x

)1(
1


 ； 

（2）当 0a 时有无穷多解，通解为 TT c )0,,0,1()0,,1,0(  x （c是任意常

数）。 

12．（1） 2b 时，b 不能由 1a ， 2a ， 3a 线性表示； 

（2） 2b 时，b 能由 1a ， 2a ， 3a 线性表示。此时，当 1a 时， 21 2aab  ；

当 1a 时， 321 )2()12( aaab ccc  （ c为任意常数）。 

13．（1）当 1 时（  可为任意常数），b 能由 1a ， 2a ， 3a ， 4a 唯一线性表示；

（2）当 1 ， 1 时，b 不能由 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性表示； 

（3）当 1 ， 1 时，b 能由 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性表示，但表达式不唯一。

其一般表示为    1211 ab cc   221 221 acc  31ac 42ac （ 1c ， 2c 为任意常

数）。 

14．（1）（I）的基础解系 T)0,1,0,0( ， T)1,0,1,1( ；（II）的基础解系 T)0,1,1,0( ，
T)1,0,1,1(  ； 

（2） Tc )1,2,1,1( （ c为任意常数）。 

15.（1） 1a 或 2a ； 

（2）当 1a 时，公共解为 Tc )1,0,1( （ c 为任意常数）；当 2a 时，公共解为
T)1,1,0(  。 

16．（1） TT cc )1,0,2,3()0,1,3,5( 21 x （ 1c ， 2c 为任意常数）； 

（2） 1 时有非零公共解。全部公共解为 2211 ααx cc  （ 1c ， 2c 为任意常数）。 

17．（1） TT c )1,2,1,1()0,5,4,2( 1x （ 1c 为任意常数）； 

（2） 2m ， 4n ， 6t 。 

18．（1）提示：利用 Vandermonde 行列式的结论。 

（2）通解： TT kck )1,0,()0,,0( 2

1

2 x （ 1c 为任意常数）。 
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19．提示：利用行列式的性质 


n

k

kjki Aa
1

ji || A 。 

20．提示：充分性：由 A的行向量组与B 的行向量组等价可推出存在矩阵C ，D

使得 CBA  ， DAB  。必要性：此时 0Ax  与 0x
B

A









同解，由此可得到

rank )(A rank 








B

A
，则B 的行向量组可以被 A 的行向量组线性表示。同样方法

可证明 A的行向量组可以被B 的行向量组线性表示。 

21．提示：rank 








B

A
rank )(A rank n)(B 。 

22．提示：说明
2

21 ββ 
是 bAx  的解， 13221 ,,, αααααα  m 是 0Ax  的m

个线性无关的解。 

23．提示：验证 AA 2 ，从而说明 A不可逆。 

 

线性空间与线性变换练习题 

 

§1 线性空间 
 

1．是线性空间；维数为 1， T)1,,1,1(  是一个基。 

2．是线性空间；维数为 3； 








10

01
， 









10

10
， 









11

00
是一个基。 

3． )1(
2

1
dim 1  nnV ， )1(

2

1
dim 2  nnV 。 

4． 321 ,, aaa 是一个基，维数为 3。 

5．（1） 1k 时， 2)(dim AN ， T)0,1,1,1(1 ξ ， T)1,0,1,0(2 ξ 是一个基； 

1k 时， 1)(dim AN ， T)1,1,0,1(1 ξ 是一个基。 

（2） 1k 时， 1)(dim TN A ， T)1,1,1(1 ξ 是一个基； 

1k 时， 0)(dim TN A ，无基。 

（3） 1k 时，dim },,,Span{ 4321 aaaa 2 ， 1a ， 2a 是一个基； 

1k 时，dim },,,Span{ 4321 aaaa 3 ， 1a ， 2a ， 3a 是一个基。 

6．（1） T)1,1,2(  ；（2）




















101

010

432

；（3） T)0,2,4(  ；（4） T)1,2,3(  。 

7．（1）
















111

111

001

；（2） T)3,3,1( ；（3） Tc )3,2,3(  （ c是任意常数）。 

8．（1）提示：将 1a ， 2a ， 3a 与 1b ， 2b ， 3b 的关系用矩阵表示，该矩阵可逆； 

（2） T）（ 2,2,3 。 
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9．提示：若 01

1

1)( axaxaxaxP n

n

n

n  

  （ 0na ），则 



























000

00

062

!!2

),,,1())(,),(),((

1

321

210

)(













n

nn

n

nn

a

naa

aaa

anaaa

xxxPxPxP 。 

10．（1）提示：从定义验证，并在等式中取 iax  （ ni ,,2,1  ）； 

 （2）


























111

21

22

2

2

1

11

2

1

1











n

n

n

nn

n

n

nn

aaa

aaa

aaa

。 

 

§2  线性变换及其矩阵表示 

 
1．（1）不是；（2）是；（3）是。 

2．（1）




















011

101

532

；（2）




















241827

254

20205

7

1
；（3） 1)(dim AN ， 2)(dim 3 RA 。 

3．（1） 4321 5583 aaaa  ； 

（2）























3211

2013

1532

1201

；（3）

























7431

4641

7841

0102

。 

4．

























0001

0100

0010

1000

。 

5．（1）






















231

121

792

； 

（2） TA )7,2,3()( 1 b ， TA )22,5,12()( 2 b ， TA )15,3,9()( 3 b ； 

（3） T)0,2,6(  ； 

（4） T)17,5,7(  ； 

（5） Tkkk )918,22,84(  （ k 是任意常数）。 

6．（1）














 

001

110

012

；（2）
T











5

4
,2,

5

3
； 
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（3）  TxxxxxxA 321231

1 2,,32)( 
x 。 

7．提示：用反证法。从 00x  )()(  推出 0x  。 

8．提示：按定义写出线性组合表达式，再作用 。 

9．提示：设 nnxxx aaaa  2211 ，则 T

nxxx ),,,( 21 x 是齐次线性方程

0Ax  的非零解。 

10．（1） 0A 2 ；（2） xAx
11 )(  A ；（3）按定义直接验证。 

11．提示：按定义直接验证。 

12．提示：说明 在基 11B ， 12B ， 21B ， 22B 下的表示矩阵可逆。 

1  ： 





















cdc

aab

dc

ba
。 

13．提示： 的表示矩阵 A满足 OIAAA  



nnn

nn aaa 1

1

1  。 

14．（1）提示：从定义出发，在线性组合为零的表达式上作用 的适当次幂。 

（2） )(,),(, 1
ξξξ

n  就是所求的基。 

 

特征值与特征向量练习题 
 

§1  特征值与特征向量 
 

1．（1）特征值为 1（二重）和 2。对应于特征值 1 的特征向量为 Tc )0,0,1( ，对

应于特征值 2 的特征向量为 Tc )1,2,1( ，其中 c是不为零的任意常数； 

（ 2 ）特征值为 1 （二重）和 2 。对应于特征值 1 的特征向量为

TT cc )1,0,1()0,1,1( 21  ，其中 1c ， 2c 是不全为零的任意常数。对应于特征值 2

的特征向量为 Tc )1,1,1( ，其中 c是不为零的任意常数。 

2． an )1(1  ， a1 （ 1n 重）。 

3． 4 。 

4．（1） 6|| A ； 

（2） 1
A 的特征值为 1，

2

1
 ，

3

1
。 *

A 的特征值为 6 ，3， 2 。 

（3） IAA  22 的特征值为 4，1，16。 

5． n)1( 。 

6．提示：证明 IA2 的特征值不为零。 

7． 22 。 

8． 2a ， 4b 。 

9． 0ba 。 
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10． 3a ， 1b ， ξ对应的特征值为 5。 

11． 0a ， 2b ， 2c ， 10  或
2

9
a ， 10b ， 5c ，

2

1
0  。 

12． 0a ，
























867

333

645

A 。 

13． 2a ， 2b ， 4 或 2a ， 1b ， 1 。 

14． 2 ， 2 ，1，
2

1
 ，

2

1
， 1 。 

15．（1）提示：按定义直接验证；（2） 1
A 的各行元素之和为

a

1
， AA 32 1  的

各行元素之和为 a
a

3
2
 。 

16．提示：（1） A 的特征值满足 012  ；（2）由已知得 OIAIA  ))(( 且

0||  IA 。 

17． 







 



1)1(
4

1

2

i

iia 。 

18．提示：参考例 4.1.15 的方法。 

19．提示：
22

2

2

1 ,,, n  是 2
A 的特征值，因此 )(tr 2

A
22

2

2

1 n   ，且

直接计算知 
 


n

i

n

j

jiijaa
1 1

2 )(tr A 。 

20．提示：先证明 A只有一个 n重特征值 k ，再证明 OeeeIA  ),,,)(( 21 nnk  。 

21．提示：（1）当 0 ，利用块初等变换 








 

n

m

IO

AABI
→ 









n

m

IB

AI
→















 BAIO

AI




1

n

m

。 

（2）提示： BCA  ，其中























1

1

1

2

1

na

a

a


B ， 










111

21



 naaa
C ，并利用（1）

的结论。答案：0 （ 2n 重）， n， 22

2

2

1 naaa   。 

21．提示：应用 Hamilton-Cayley 定理。 
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§2 方阵的相似化简 

 

1．（1）能与对角矩阵相似，


















140

004

111

P ，




















1

2

2
1 APP （ P 的答案不

唯一，下同）； 

（2） 不能与对角矩阵相似。 

2．（1）都有特征值 1（二重），5。 

（2） 1A 与 3A 相似， 2A 与 1A 和 3A 都不相似。 

3． 0x ， 2y 。 

4．




















142

252

001

。 

5．（1） 321 22 aaab  ；（2）




























23

12

1

322

322

322

nn

nn

nn

。 

6．（1） 3a ， 0b ， ξ所对应的特征值为 1 ；（2）不能对角化。 

7．（1） 0k ；（2）不能对角化。 

8．（1） 2a ， 2b ； 

（2）


















310

201

111

P ，


















6

2

2
1 APP 。 

9．4。 

10． 0a ，


















010

202

101

P 。 

11． A与B 相似，






















011

011

120

P 。 

12．























1)21(0

020

0221

100

3

5

100

101

。 

13． ])1)((2[
)(2

1 n

n qppqq
qp

x 


 ， 

])1)((2[
)(2

1 n

n qppqp
qp

y 


 ， ,1,0n 。 

14．提示： BAAABA  )(1 。 

15．提示：由假设可知 OIAIA  )3)(2（ ，并用例 4.2.14 的方法。 
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16．提示：若 BAPP 


1

1

1 ， DCPP 


2

1

2 ，取 









2

1

P

P
P 。 

17．提示：利用 |||| IBIA
IBO

CIA










，再说明 A 与B 的特征值互

不相同。 

18．提示：（1）从 OAIA  )( 及 OA  可知 0xIA  )( 有非零解； 

（2）若 OBA  成立，由 11 aAa  可得 11 BaBAa0  ，于是 1a 是B 对应于特

征值 0 的特征向量。 

 

Euclid空间与酉空间练习题 
 

§1  内积 

 

1．（1）
18

27
arccos ；（2） TT cc )7,0,8,5()0,7,1,12( 21  （ 1c ， 2c 为任意常数）。 

2．
T











3

2
,

3

2
,

3

1
，

T











3

1
,

3

2
,

3

2
，

T











3

2
,

3

1
,

3

2
。 

3． T)3,2,1,1(
15

1
， T)3,5,1,2(

39

1
 。 

4．（1） T)0,1,0,1(
2

1
， T)2,1,2,1(

10

1
 ； 

（2） TT cc )1,0,1,0()0,1,1,1( 21  （ 1c ， 2c 为任意常数）。 

5．
7

2
a ，

7

6
 dcb 。 

6．提示：按定义直接验证。 

7．提示： 1|| 2A ，再考虑 |||||||||||| TT
BBAABBAA  。 

8．提示：  )2()2( IAIA
T

IAA 442  。 

9．当 1|| A 时 ijij Aa  ；当 1|| A 时 ijij Aa  （ nji ,,2,1,  ）。 

10．提示：直接验证 n

T
IAA  。 

11．提示：利用 ),(),( xAxxAx
T 验证 x与 y 的内积为 0。 

12．提示：由假设可知 ))(())(( BABABABA  ，再利用矩阵运算的性质

直接验证  T1))((  BABA
1))((  BABA I 。 

13．提示： A在标准正交基 4321 ,,, aaaa 下的表示矩阵是正交矩阵。 

14． A是在基 321 ,, aaa 下的具有表示矩阵




















212

122

221

3

1
A 的线性变换。 

15． Tc )1,0i,( ，其中
2

1
|| c 。 

16．提示：直接验证。 
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§2  正交相似和酉相似 

 

1．（1）




















212

122

221

3

1
S ，





















3

0

3

Λ ； 

（2）





































2

1

2

1

2

1
0

2

1

2

1

2

1
0

2

1

2

1
0

2

1
2

1

2

1
0

2

1

S ，





























8

4

4

4

Λ 。 

2．（1） 3a ，其它特征值为 2 和 5；（2）































2

1

2

1
0

2

1

2

1
0

001

S  

3．与对角阵相似，





















2

2

2

)2(

)2(

k

k

k

Λ 。 

4．（1） 0 ba ；（2）



























2

1
0

2

1

010

2

1
0

2

1

S 。 

5．




















010

100

001

。 

6．（1）另一个特征值为 0，对应的特征向量为 Tk )1,1,1( （ k 为任意非零常数）； 

（2）




















422

242

224

。 

7．（1）特征值为 0（二重）和 3。对应于特征值 0 的特征向量为 2211 xx kk  （ 1k ，

2k 为不全为零的常数）；对应于特征值 3 的特征向量为 Tk )1,1,1( （ k 为任意非零

常数）； 
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（2）































3

1

2

1

6

1
3

1
0

6

2
3

1

2

1

6

1

S ，


















3

0

0

ASS T 。 

8．（1） 3x ；（2）

























2

1

2

1
00

2

1

2

1
00

0010

0001

S ，























9

1

1

1

)()( ASAS
T 。 

9．（1） 2a ；（2）





























3

1

6

1

2

1
3

1

6

2
0

3

1

6

1

2

1

S 。 

10． 






 

2

2

I

I n 。 

11．提示： A正交相似于对角阵。 

12．提示： A，B 相似于相同的对角阵，因此 A，B 相似。 

13．提示： ba  和 ba  分别是 A的对应于1， 1 的特征向量。又 0|| A ，所以

0 是 A的特征值。 

14．






















2

1

2

1
2

i

2

i

U ， 









20

00
AUU

H 。 

15．提示： ),(),(|||| 2
AxAxAxAxAx

H ， ),(),(|||| 2
xAAxxAxAxA

HHHH  。 

16．



n

i

ii cba
1

2
)(  。 

二次型练习题 
 

§1  二次型及其标准形式 
 

1． 2

19y ， Pyx  ，

































45

5
0

3

2

45

4

5

1

3

2

45

2

5

2

3

1

P 。 
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2． 2

3

2

2

2

1
3

2
32 yyy  ， Pyx  ，




























100

3

2
10

3

1
11

P 。 

3．
8

7
t 。 

4． 2a 。 

5．（1） 1a ， 2b ； 

（2） 2

3

2

2

2

1 322 yyy  ， Pyx  ，





























5

2
0

5

1

010

5

1
0

5

2

P 。 

6．（1） 3a ， 7b ； 

（2） Pyx  ，

































6

2
0

3

1

6

1

2

1

3

1

6

1

2

1

3

1

P 。 

7． 2

3

2

2

2

1 yyy  。 

8． 5t 。 

9．（1） 3 ba ；（2）单叶双曲面，标准方程为 1665 2

3

2

2

2

1  yyy 。 

10． 3231

2

3

2

2

2

1321 2222),,( xxxxxxxxxxf  。 

11．提示： A有正的特征值。 

12．将 f 约化为规范形考虑。 

13．提示：考虑经正交变换后的 f 的标准形。 

14．提示： pqpr 2)(  ， qpr  。 

15．提示： A的只有特征值 0。 

16． 22

1

22

1 22 nrr yyyy    。 

17．提示：（1） XA
A

XX
*

||

1
)( Tf  ；（2）相同，因为 AAAAAAA

11   T ，
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即 A与 *1

||

1
A

A
A  合同。 

18． 4)1,2,2( f 为最大值； 2)2,2,1( f 为最小值。 

 

§2 正定二次型 

 

1．（1）正定；（2）负定；（3）既不正定，也不负定。 

2．
2

122 
 。 

3． 0
5

4
  。 

4． 3a 。 

5．提示：说明 nIA  的特征值均大于。 

6．（1）





















2

2

2

00

0)2(0

00)2(

k

k

k

Λ ；（2） 0k 且 2k 。 

7．提示：说明 A的特征值均大 0。 

8．（1）提示：说明 k

n AAAI  2 的特征值均大 0；（2） rk)1(  。 

9．正定。 

10．标准形： 22

2

2

1
2

1

2

1
)1(

2

1
nyyyn   （后面 1n 个系数均为

2

1
）。正定。 

11．（1） 2 ， 2 ，0；（2） 2k 。 

12．提示：记 k 为 A的所有特征值的绝对值的最大者，当 t 满足 01  tk 即可。 

13．提示：按定义验证。 

14．提示：方法见例 6.2.13。 

15．提示：证明二次型  cos2cos2cos2222 yzxzxyzyx  半正定。 

16．提示：按定义验证。 

17．提示：按定义证明。写出线性组合的表达式后，再分别左乘 Aa
T

j

（ nj ,,2,1  ）。 

18 ． 提 示 ： 由 于 存 在 可 逆 矩 阵 P ， 使 得 PPB
T ， 即 




n

k

kjkiij ppb
1

（ nji ,,2,1,  ），所以 

Cxx
T  

   











n

k

n

k

k

T

k

n

i

jkjiki

n

j

ij

n

i

ji

n

j

ijij xpxpaxxba
1 11 11 1

))(( Ayy ， 

其中 T

nknkkk xpxpxp ),,,( 2211 y （ nk ,,2,1  ）。 

19．（1） 








 
CACBO

OA
1T

； 

（2）提示：由（1）知 








 
CACBO

OA
1T

是正定矩阵。取 x为m 维零向量（列向
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量）， 0y  为 n维列向量，则 

0),(
1


















 
y

x

CACBO

OA
yx

T

TT 。 

由此可知 0)( 1  
yCACBy

TT 。 

20．提示：利用例 6.2.16 的方法和结论。 

 


