
线性方程组练习题 
 

§1  向量的线性关系 

1．判断下列向量组是否线性无关： 

  （1）
















1

1

2

，


















8

4

0

，


















3

1

1

；      （2）





















0

10

1

4

，





















1

5

2

1

，





















1

2

0

2

，





















7

0

2

4

。 

2．讨论下面向量组的线性相关性： 























1

2

2

1

1

，























1

5

1

2

0

，























1

4

1

b

a

。 

3．设


















1

1

1

1a ，


















3

2

1

1a ，


















t

3

1

1a 。 

（1）问当 t 为何值时， 321 ,, aaa 线性相关？ 

（2）问当 t 为何值时， 321 ,, aaa 线性无关？ 

（3）当 321 ,, aaa 线性相关时，问 3a 是否可以由 1a ， 2a 线性表示？若能，写出具

体表达式。 

4．设有向量组 



















 



1

1

1

1

1

t

a ，
























2

2

2

2

2

t
a ，
























3

3

3

3

3
t

a ，

























t4

4

4

4

4a 。 

问：（1）当 t 为何值时， 4321 ,,, aaaa 线性相关？ 

（2）当 t 为何值时， 4321 ,,, aaaa 线性无关？ 

5．设 321 ,, aaa 线性无关，问当参数 l ，m满足何种关系时， 12 aa l ， 23 aa m ，

31 aa  也线性无关？ 

6．设 maaa ,,, 21  线性无关，作 

211 aab  ， 322 aab  ，…， mmm aab   11 ， 1aab  mm 。 

判别 mbbb ,,, 21  的线性相关性。 

7．设 21, aa 线性无关， baba  21 , 线性相关，问b 能否由 21, aa 线性表示？ 

8．设 321 ,, aaa 线性相关， 432 ,, aaa 线性无关。问： 

（1） 1a 能否由 32 , aa 线性表示； 

（2） 4a 能否由 321 ,, aaa 线性表示。 

9．若 Tkk ),,0( 2b 能由 Tk )1,1,1(1 a ， Tk )1,1,1(2 a ， Tk)1,1,1(3 a 唯一



地线性表示，求 k 。 

10．已知两个n维向量组 maaa ,,, 21  和 mbbb ,,, 21  。证明：若存在两组不

全为零的数 m ,,, 21  和 m ,,, 21  使得 

,)()()(

)()()(

222111

222111
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
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
 

则 mmmm babababababa  ,,,,,,, 22112211  线性相关。 

11．设 maaa ,,, 21  是n维向量组， A是 nm 矩阵。证明：若 maaa ,,, 21  线

性相关，则 mAaAaAa ,,, 21  也线性相关。 

12．已知向量b 可由 maaa ,,, 21  线性表示，但不能被 121 ,,, maaa  线性表

示。证明： ma 不能被 121 ,,, maaa  线性表示，但能被 baaa ,,,, 121 m 线性

表示。 

13．设 naaa ,,, 21  是n个n维向量，证明： naaa ,,, 21  线性无关的充分必

要条件是任何n维向量都可以被它们线性表示。 

14．设有向量组 maaa ,,, 21  ，其中任意 1m 个向量都线性无关。证明：等式 

0aaa  mmxxx 2211  

中的系数 mxxx ,,, 21  或者全为零，或者全不为 0。 

15．证明：线性方程组 












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,

 

对于任何 nbbb ,,, 21  都有解的充分必要条件是其系数行列式不等于 0。 

16．设 A为 nm 矩阵，B 为 pn 矩阵。若 CAB  ，且矩阵C 的行向量线性无

关，证明 A的行向量也线性无关。 

17．设 maaa ,,, 21  都是非零向量。证明：若每个
ja （ mj 1 ）都不能由

121 ,,, jaaa  线性表示，则 maaa ,,, 21  线性无关。 

18．设 raaa ,,, 21  是线性方程组 0Ax  的 r 个线性无关的解。而向量b 不是该

方程的解，即 0Ab  。证明：向量组 rabababb  ,,,, 21  线性无关。 

19．证明：n个n维列向量 naaa ,,, 21  线性无关的充分必要条件是： 

0
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§2  秩 
 

1．求下列矩阵的秩： 



（1）




















3212

6513

1321

； （2）

























6512

556411

1401

21112

； （3）



























 

1

2

1

1

01

01

0

a

a

a

a

n

n

 。 

2．设矩阵




















2540

002

1121

t 的秩为 2，求 t 。 

3．判定下述向量组是否线性相关： 

  （1）























1

1

4

3

，























0

1

2

4

，

























1

0

2

1

；      （2）























3

3

1

2

，





















2

1

0

1

，





















0

1

2

0

，























2

1

3

1

。 

4．求向量组 

1a





















2

5

3

2

， 2a

























1

1

2

1

， 3a

























1

1

2

1

， 4a

























3

2

3

1

， 5a























4

1

2

1

 

的秩与一个极大无关组。 

5．设有向量组： 
Ta )1,1,1,1(1 a ， Ta )2,2,2,2(2 a ， Ta )3,3,3,3(3 a ， 

Ta)4,4,4,4(4 a 。 

问a为何值时， 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性相关？当 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性相关时，求

其一个极大无关组，并将其余向量用该极大无关组线性表示。 

6．证明：若向量组 1S 能由向量组 2S 线性表示，且 rank( 1S )rank( 2S )，则 1S 与 2S

等价。 

7．设有两个向量组（I）： T)1,1,0,1(1 a ， T)0,2,1,1(2 a ， T)2,8,3,1(3 a ； 

（II）： T)0,1,1,1(1 b ， T)1,0,1,0(2 b ， T)1,2,1,2(3 b 。 

问它们是否等价？ 

8．设有两个向量组 Ta),1,1(1 a ， Ta )1,,1(2 a ， Ta )1,1,(3 a 和 Ta),1,1(1 b ，
Ta )4,,2(2 b ， Taa ),,2(3 b 。问：当a为何值时 1a ， 2a ， 3a 可以由 321 ,, bbb

线性表示，但 321 ,, bbb 不能由 1a ， 2a ， 3a 线性表示？ 

9．设有两个向量组（I）： T)0,0,1,1(1 a ， T)0,1,1,0(2 a ， T)1,1,0,0(3 a ； 

（II）： Tba )1,,,1(1 b ， T)2,1,1,2(2 b ， T)1,2,1,0(3 b 。 

问当a，b 为何值时它们会等价？ 

10．设有两个n维向量组（I） maaa ,,, 21  和（II） mbbb ,,, 21  （ nm  ）,

证明：若（I）可以由（II）线性表示，且 maaa ,,, 21  线性无关，则 mbbb ,,, 21 

也线性无关。 

11．设 A，B 为n阶方阵，满足 AA 2 ， BB 2 ，且 BAI  可逆。证明 



rank( A ) = rank( B )。 

12．设 mAAA ,,, 21  为m个n阶方阵，若 OAAA m21 。试证： 

rank )( 1A rank )( 2A rank nmm )1()( A 。 

13．设 A，B 为n阶方阵，满足 1 BABA 。证明：rank  )( ABI rank( ABI  ) n 。 

14．设 A为 nm 矩阵，B 为 mn 矩阵，证明： 

（1）若 rank( A ) n ，则 rank( AB ) = rank( B )； 

（2）若 rank( B ) n ，则 rank( AB ) = rank( A )。 

15.设


















963

742

321

A ，3阶非零矩阵B 满足 OBA  ，求 rank )(B 。 

16．设 A是 nm 矩阵，证明：（1） A是列满秩矩阵的充分必要条件是存在m阶

可逆矩阵 P ，使得 









O

I
PA

n
。 

（2） A 是行满秩矩阵的充分必要条件是存在 n 阶可逆矩阵 Q ，使得

 QOIA ,m 。 

17．设 A为 nm 矩阵，且 rank( A ) r 。证明：存在 rm 矩阵B 和 nr 矩阵C ，

满足 rank( B )rank(C ) r ，使得 BCA  。 

 

§3  线性方程组 
 

1．求下列线性方程组的通解： 

（1）





















;03345

,0622

,0323

,0

54321

5432

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

    

（2）























;462

,92232

,4222

,7432

,62

5431

54321

54321

54321

4321

xxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

（3）























.72342

,232

,123

,622

,022

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

2．问a，b 为何值时，齐次线性方程组 















0

,0

,0

321

321

321

bxxx

xaxx

xxx

 

有非零解，此时并求出其解。 



3．若已知线性方程组



















































2

1

1

11

11

11

3

2

1

x

x

x

a

a

a

有无穷多解，求a。 

4．求线性方程组 





















533

,2

,322

,12

421

431

4321

4321

xxx

xxx

xxxx

xxxx

 

的通解，并求出满足 2

2

2

1 xx  的全部解。 

5．已知三阶方阵 A的第一行是 ),,( cba ，且 0a ，矩阵


















k63

642

321

B （ k 为常数）满

足 OAB  。求线性方程组 0Ax  的通解。 

6．设




















3221

121

121

aa

aaA 。若存在 3 阶非零矩阵B ，使得 OAB  ， 

（1）求a的值； 

（2）求线性方程组 0Ax  的通解。 

7．问 为何值时，线性方程组 















2

,2

,3

32

321

321

xxx

xxx

xxx







 

有唯一解、有无穷多解、无解？在方程组有无穷多解时，求出解。 

8．问a，b 为何值时，线性方程组 





















123

,2)3(

,122

,0

4321

432

432

4321

axxxx

bxxax

xxx

xxxx

 

有唯一解、有无穷多解、无解？在方程组有解时，求出解。 

9．设 T)1,2,1(α ， T)0,2/1,1(β ， T)8,0,0(γ ， TαβA  ， αβB
T ，求解方

程 γxBxAxAB  44222 。 

10．已知线性方程组 















13

,1534

,1

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx



 

有 3 个线性无关的解。 

（1）证明该方程组的系数矩阵的秩为 2； 



（2）求 ，  的值及该方程组的通解。 

11．设有n元线性方程组 bAx  ，其中 

























aa

aa

aa

a

2

1

2

12

12

2

2

2



A ，

























0

0

0

1



b 。 

问：（1）a为何值时，该方程组有唯一解 T

nxxx ),,,( 21 x ，并求出 1x ； 

（2）a为何值时，该方程组有无穷多解，并求出通解。 

12．设 
T)2,0,4,1(1 a ， T)3,1,7,2(2 a ， Ta),1,1,0(3 a ， Tb )4,,10,3(b 。 

问a，b 为何值时，（1）b 不能由 1a ， 2a ， 3a 线性表示？ 

（2）b 能由 1a ， 2a ， 3a 线性表示？并写出表达式。 

13．设 
T)3,0,0,1(1 a ， T)2,1,1,1(2 a ， T)1,3,2,1(3  a ， 

T),2,2,1(4 a ， T)1,,1,0(  b 。 

讨论，  为何值时，（1）b 能由 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性表示，且表达式唯一； 

（2）b 不能由 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性表示； 

（3）b 能由 1a ， 2a ， 3a ， 4a 线性表示，但表达式不唯一，并指出一般表达式。 

14．设有四元齐次线性方程组（I）：








0

,0

42

21

xx

xx
和（II）









.0

,0

432

321

xxx

xxx
 

（1）分别求方程组（I）和（II）的基础解系； 

（2）求方程组（I）和（II）的公共解。 

15.已知齐次线性方程组（I）：














04

,02

,0

3

2

21

321

321

xaxx

axxx

xxx

 和方程（II） 12 321  axxx

有公共解。 

（1）求a的值； 

（2）求所有公共解。 

16．设有四元齐次线性方程组（I）：








.02

,032

4321

321

xxxx

xxx
又已知另一四元齐次

线性方程组（II）的一个基础解系为 T)1,2,1,2(1  α ， T)8,4,2,1(2  α 。 

（1）求方程组（I）的一个基础解系； 

（2）问何值时（I）与（II）有非零公共解？在有非零公共解时，求出全部公

共解。 

17．已知两个线性方程组 

（I）：














,33

,14

,62

321

4321

421

xxx

xxxx

xxx

 （II）：














,12

,112

,5

43

432

4321

txx

xxnx

xxmxx

 



（1） 求方程组（I）的通解； 

（2） 问m，n， t 为何值时，方程组（I）和（II）同解？ 

18．已知线性方程组 





















.

,

,

,

3

43

2

4241

3

33

2

3231

3

23

2

2221

3

13

2

1211

axaxax

axaxax

axaxax

axaxax

 

（1）若 1a ， 2a ， 3a ， 4a 互不相同，证明该方程组无解； 

（2）若 kaa  31 ， kaa  42 （ 0k ），证明该方程组有解，并求其的通解。 

19．已知线性方程组 



















0

,0

,0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa









 

的系数矩阵 A 的行列式 0|| A 。证明：若 A 的某个元素的代数余子式 0ijA ，

则 T

inii AAA ),,,( 21  是所给方程组的一个基础解系。 

20．设 A 为 nm 矩阵， B 为 np 矩阵，证明方程组 0Ax  与 0Bx  同解的充

分必要条件为 A的行向量组与B 的行向量组等价。 

21．设 A，B 均为n阶方阵，且 rank )(A rank n)(B ，证明：方程组 0Ax  与

0Bx  有非零公共解。 

22．设 1β ， 2β 是非齐次方程 bAx  （ 0b  ）的解， mααα ,,, 21  （m为奇数）

为 0Ax  的一个基础解系。证明：方程组 bAx  的任一解都可以表为 





2

21 ββ
x )()()( 1322211 αααααα  mmccc  。 

其中 mccc ,,, 21  为常数。 

23．设 ξ是n维列向量，满足 1ξξ
T ，记 T

n ξξIA  ，证明线性方程 0Ax  必

有非零解。 
 

 


