
二次型练习题 
 

§1  二次型及其标准形式  

 

1．用正交变换将下列二次型 

),,( 321 xxxf 323121

2

3

2

2

2

1 84444 xxxxxxxxx   

化为标准形，并写出所用的变换。 

2．利用配方法和初等变换法二次型 

),,( 321 xxxf 323121

2

3

2

2

2

1 844452 xxxxxxxxx   

化为标准形，并写出所用的变换。 

3．若二次型 

),,( 321 xxxf 323121

2

3

2

2

2

1 246 xxxxxxtxxx   

的秩为 2，求 t 。 

4．已知二次型 323121

2

3

2

2

2

1321 444)(),,( xxxxxxxxxaxxxf  经正交变换

可化为标准形 2

16yf  ，求 a。 

5．已知实二次型 31

2

3

2

2

2

1321 222),,( xbxxxaxxxxf  （ 0b ），其中二次型

的相伴矩阵 A的特征值之和为 1，特征值之积为 12 。 

（1）求参数 a，b ； 

（2）利用正交变换将 f 化为标准形，并写出所用的变换。 

6 ．已知实二次型 3231

2

3

2

2

2

1321 4453),,( xxxxxxaxxxxf  经正交变换

Pyx  化为标准形 2

3

2

2

2

1 byayyf  ，求 a，b 。 

（1）求参数 a，b ； 

（2）求所用的正交变换。 

7．求二次型 32

2

3

2

2

2

1321 62),,( xxaxaxxxxxf  （ 3a ）的规范形。 

8．已知实二次型 323121

2

3

2

2

2

1321 2422),,( xxxxxxtxxxxxxf  的正惯性指数

为 3，求参数 t 的取值范围。 

9．设二次型 323121

2

3

2

2

2

1321 26255),,( xbxxxxxaxxxxxxf  的相伴矩阵为

A，且已知 A的特征值为 5 ，6，6。 

（1）求 a，b 的值； 

（2）说明方程 1),,( 321 xxxf 表示何种二次曲面。 

10．已知二次型 Axx
Txxxf ),,( 321 ，其中 A 是 3 阶实对称矩阵，且有特征值



21  ， 32  ， 03  。若 A的对应于特征值 21  ， 32  的特征向量分别为

T)0,1,1(1 a 和 T)1,1,1(2 a ，求此二次型的表达式。 

11．设 A是奇数阶实对称矩阵，且 0|| A 。证明：存在向量 0x ，使得 000 Axx
T 。 

12．设 ),,,( 21 nxxxf  Axx
T 是实二次型。证明：若存向量 1x ， 2x n

R ，使得

0)( 111  Axxx
Tf ， 0)( 222  Axx

Txf ， 则 存 在 0x 3

n
R ， 使 得

0)( 333  Axxx
Tf 。 

13．设 A是 n阶实对称矩阵。证明：二次型 ),,,( 21 nxxxf  Axx
T 在条件 1|||| x

下的最大值不超过 A的最大特征值。 

14．证明实二次型的秩 r 与符号差 qp  同是奇数或偶数，并且成立 rqp  || 。 

15．已知 A是 n阶实对称矩阵，且 OA 2 ，证明 OA  。 

16．设 A 是 n 阶实对称矩阵， B ，C 是 n 阶非零矩阵。已知 OBIA  )( n ，

OCIA  )2( n ， 且 rank )(B rank n)(C ， rank r)(B ， 写 出 二 次 型

Axxx
Tf )( 的一个标准形。 

17．已知 )( ijaA 是 n阶实对称矩阵，且 rank n)(A 。记 ijA 为 ija 的代数余子式

（ nji ,,2,1,  ），并设 


 


n

i

n

j

ji

ij

n xx
A

xxxf
1 1

21
||

),,,(
A

 。 

（1）记 T

nxxx ),,,( 21 X ，把 ),,,( 21 nxxxf  写成矩阵形式，并证明二次型 )(Xf

的相伴矩阵为 1
A ； 

（2）问二次型 AXXX
Tg )( 与 )(Xf 的规范形是否相同？并说明理由。 

18．求函数 

222

22 442
),,(

zyx

yzxyyx
zyxf




  （ 0222  zyx ） 

的最大值和最小值，并找出一个最大值点和最小值点。 

 

§2 正定二次型 

 

1． 判断下列二次型的正定性： 



（1） 323121

2

3

2

2

2

1 6048127113090 xxxxxxxxx  ； 

（2） 3121

2

3

2

2

2

1 44465 xxxxxxx  ； 

（3） 323121

2

3

2

2

2

1 28248210 xxxxxxxxx  。 

2．确定的取值范围，使得二次型 323121

2

3

2

2

2

1 22)2(2 xxxxxxxxx   为

正定的。 

3．确定的取值范围，使得二次型 323121

2

3

2

2

2

1 4225 xxxxxxxxx   为正定

的。 

4 ． 已 知 齐 次 线 性 方 程 组







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03)3(

,0)1(2

,02)3(

321

321

321

axxxa

xxaax
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有 非 零 解 ， 且 矩 阵


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















922

21

213

aA 正定，求 a的值。 

5．设 A是 n阶正定矩阵， 0 。证明 n

n   || IA 。 

6．设


















101

020

101

A ， 2)( AIB  k 。 

（1）求对角矩阵 Λ，使得B 与 Λ相似； 

（2）问当 k 为何值时，B 是正定矩阵。 

7．设 n阶实对称矩阵 A满足 nIAAA 254 23  ，证明 A是正定矩阵。 

8．设 n阶实对称矩阵 A满足 AA 2 ，且 rank r)(A 。 1k 为正整数。 

（1） 证明 k

n AAAI  2 是正定矩阵； 

（2） 求 || 2 k

n AAAI   。 

9．判断二次型 









1

1

1

1

2
n

i

ii

n

i

i xxx 的正定性。 

10．用正交变换法将二次型 



nji

ji

n

i

i xxx
11

2 化为标准形，并说明它是否正定。 

11．设 A为 3 阶实对称矩阵，且满足 OAA  22 ，rank 2)( A 。 

（1） 求 A的全部特征值； 

（2） 问当 k 为何值时，矩阵 IA k 是正定的？ 

12．设 A是一个 n阶实对称矩阵，证明：当 t 充分小时， AI tn  是正定矩阵。 

13．设 A，B 是 n阶半正定矩阵， ， 为正数，证明 BA   也是半正定矩阵。 

14．设 A是 n阶正定矩阵，B 是 n阶非零半正定矩阵。证明： AB的特征值大于

或等于 0。 

15．设 ，  ， 是一个三角形的内角。证明：对于任意实数 x， y ， z 成立 

 cos2cos2cos2222 yzxzxyzyx  。 

16．设 A是 nm 实矩阵， AAIB
T

n   。证明：当 0 时，B 是正定矩阵。 

17．设 A是 n阶正定矩阵， naaa ,,, 21  是都是非零 n维列向量，满足 0j

T

i Aaa



（ ji  ）证明： naaa ,,, 21  线性无关。 

18．设 )( ijaA ， )( ijbB 为 n阶正定矩阵。证明： )( ijijbaC 是正定矩阵。 

19．已知 









BC

CA
D

T
是正定矩阵，其中 A，B 分别为m 阶、n阶对称矩阵，C

为 nm 矩阵。 

（1） 若 











 




n

m

IO

CAI
P

1

，计算 DPP
T ； 

（2） 证明 CACB
1 T 是正定矩阵。 

20．已知 A，B 是同阶正定矩阵，且 BA 是半正定矩阵。证明 11   AB 是半正

定矩阵。 
 
 


