
第五章  微分中值定理及其应用 

 

习  题  5.1  微分中值定理 

 

⒈  设 ， ，证明 是 的极小值点。 ′ >f x( ) 0+ 0 − 0 0′ <f x( ) 0 x f x( )

证   由 ，可知当′ >+f x( )0 0 0>δ 足够小时，若 δ<−< 00 xx ，则

0

0

( ) ( ) 0f x f x
x x
−

>
−

，于是 ；同理，由0( ) ( ) 0f x f x− > ′ <−f x( )0 0，可知当 0>δ

足 够 小 时 ， 若 00 <−<− xxδ ， 则 0
)()(

0

0 <
−
−

xx
xfxf

， 于 是 也 有

。从而命题得证。 0( ) ( ) 0f x f x− >

2．（Darboux定理）设 在 ( , 上可导，f x( ) )a b ∈21, xx ( , )a b 。如果 

′ ⋅ ′ <f x f x( ) ( )1 2 0，证明在 和 之间至少存在一点x1 x2 ξ，使得 。 ′ =f ( )ξ 0

证  显然 1 2x x≠ ，不妨设 1 2x x< 。若 1( ) 0f x′ > ，则 2( ) 0f x′ < ，仿照习题 1 

可证存在 1 3 4 2x x x x< < < ，使得 1 3( ) ( )f x f x< ， 2( ) ( )4f x f x< ，从而 1 2,x x 都 

不是 的最大值点，于是 在)(xf )(xf 1 2[ , ]x x 的最大值点ξ 1 2( , )x x∈ ，并且 

成立 。若 ，则′ =f ( )ξ 0 1( ) 0f x′ < 2( ) 0f x′ > ，同样可证 在)(xf 1 2[ , ]x x 的最 

小值点ξ 1 2( , )x x∈ ，并且成立 ′ =f ( )ξ 0。 

3． 举例说明 Lagrange 中值定理的任何一个条件不满足时，定理结

论就有可能不成立。 

解  上的符号函数[ 1,1]− sgn( )x 在 0x = 不连续，所以 Lagrange中值定理

的条件不满足。而
(1) ( 1) 1
1 ( 1)

f f− −
=

− −
，不存在 ( 1,1), '( ) 1fξ ξ∈ − = 。 

[ 1,1]− 上的绝对值函数 | |x 连续，但在 0x = 不可微，所以 Lagrange中值
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定理的条件不满足。而
(1) ( 1) 0
1 ( 1)

f f− −
=

− −
，但 ( 1,1), 0, '( ) 1 0fξ ξ ξ∀ ∈ − ≠ = ± ≠ 。 

4.  设函数 在[ , 上连续，在 ( , 上可微。利用辅助函数  f x( ) ]a b )a b

ψ( )
( )
( )
( )

x
x f x
a f a
b f b

=
1
1
1

 

证明 Lagrange中值定理，并说明ψ( )x 的几何意义。 

证 显然 ( ) ( ) 0a bψ ψ= = ，并且满足 Rolle定理条件。由 Rolle定理，在 

( , )a b 内存在一点 ，使得 ξ

1 '( ) 0
'( ) ( ) 1 '( )( ) [ ( ) ( )] 0

( ) 1

f
a f a f b a f b f a
b f b

ξ
ψ ξ ξ= = − − − = ， 

所以 Lagrange中值定理成立。 

几何意义：以 ( , ( )), ( , ( )), ( , ( ))x f x a f a b f b 顶点的三角形如果顶点逆时

针排列，则 ( )xψ 就是三角形面积的两倍，否则－ ( )xψ 就是三角形面积

的两倍。 

5． 设函数 和 在 上连续，在 上可导, 证明 ( , 内存 f x( ) g x( ) [ , ]a b ( , )a b )a b

在一点 ，使得 ξ

)()(
)()(

)(
)()(
)()(

ξ
ξ

gag
faf

ab
bgag
bfaf

′
′

−= 。 

证  令
)()(
)()(

)()(
)()(
)()(

)(
xgag
xfaf

abax
bgag
bfaf

xF −−−= ，则 ，由 0)()( == bFaF

Rolle定理，在 内存在一点( , )a b ξ，使得 

0
)(')(
)(')(

)(
)()(
)()(

)(' =−−=
ξ
ξ

ξ
gag
faf

ab
bgag
bfaf

F 。 

6． 设非线性函数 在 上连续，在 ( , 上可导，则在 ( , 上 f x( ) [ , ]a b )a b )a b
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至少存在一点η，满足 

| ( ) | |
( ) ( )

|′ >
−
−

f
f b f a

b a
η ， 

并说明它的几何意义。     

证  由于 是非线性函数，所以在 ( , 内至少存在一点 ξ，使得f x( ) )a b

( , ( ))fξ ξ 不在 的连线上。 ( , ( )), ( , ( ))a f a b f b

假设 ( , ( ))fξ ξ 在 的连线的上方，则 ( , ( )), ( , ( ))a f a b f b

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f a f b f a f b f
a b a b

ξ ξ
ξ ξ
− − −

> >
− − −

， 

利用 Lagrange中值定理，存在 1 2( , ), ( , ),a bξ ξ ξ ξ∈ ∈ 使得 

1 2
( ) ( )'( ) '( )f b f af f

b a
ξ ξ−

> >
−

， 

所以 1 2
( ) ( )max{| '( ) |,| '( ) |} | |f b f af f

b a
ξ ξ −

>
−

。当 ( , ( ))fξ ξ 在 的

连线下方时同理可证。 

( , ( )), ( , ( ))a f a b f b

几何意义：在[ , 上连续、在 上可导的非线性函数，必定在

某点切线斜率的绝对值大于[ , 间割线斜率的绝对值。 

]a b ( , )a b

]a b

7．求极限 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞→ 1
arctanarctanlim 2

n
a

n
an

n
，其中 0≠a 为常数。 

解  由 Lagrange中值定理， 2

arctan arctan 11
1

1

a a
n n
a a
n n

ξ

−
+ =

+−
+

，其中ξ位于 1
a

n +

与
a
n之间。

当 时，n → ∞ 2

1
1 ξ+ 趋于1，所以 

2
arctan arctan

1lim arctan arctan lim
1 1

1
n n

a a
a a na n nn a an n n

n n
→∞ →∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎛ ⎞ ⎝ ⎠− = ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ −
+

 

2

1lim
1 1n

na a
n ξ→∞

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

= 。 
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8． 用 Lagrange公式证明不等式： 

   ⑴  |s ; in sin | | |x y x− ≤ − y

⑵  ; )0,1()()( 11 >>>−<−<− −− yxnyxnxyxyxny nnnn

⑶  )0(ln >>
−

<<
− ab

a
ab

a
b

b
ab ; 

⑷  . )0(1e >+> xxx

证 ⑴  | sin sin | | cos ( ) | | |x y x y x yξ− = ⋅ − ≤ − 。

,

 

⑵  1( )n n nx y n x yξ −− = − 其中 0x yξ> > > 。由 得到 1 1 1 0n n nx yξ− − −> > >

)0,1()()( 11 >>>−<−<− −− yxnyxnxyxyxny nnnn 。 

⑶ 1ln ln ln ( )b b a b a
a ξ
= − = − ，其中 0b aξ> > > 。由于

1 1 1
b aξ
< < ，所以  

lnb a b b a
b a a
− −

< < 。 

⑷  。 0e 1 ( 0) , 0x xe e e x x xξ ξ− = − = − > > >

9． 设 在[ , 上定义，且对任何实数 和 ，满足 f x( ) ]a b x1 2

2

2

x

| ( ) ( ) | ( )f x f x x x1 2 1
2− ≤ − ， 

证明 在[ , 上恒为常数。 f x( ) ]a b

证  首先由 可知 在[ , 上连续。对任意固

定的

| ( ) ( ) | ( )f x f x x x1 2 1
2− ≤ − f x( ) ]a b

2 ( , )x a b∈ ，
1 21 2

1 2
1 2

1 2

( ) ( )lim | | lim | | 0
x xx x

f x f x x x
x x →→

−
≤ − =

−
，故 ，再由 的

任意性，得到 在 上恒等于 0。所以 在[ , 上恒为常数。 

2'( ) 0f x = x2

'( )f x ( , )a b f x( ) ]a b

10． 证明恒等式 

⑴  arcsin arccosx x+ =
π
2
， x ∈[ , ]0 1 ； 

⑵  3 3 4 3arccos arccos( )x x x− − = π， ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
1,

2
1x ； 
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⑶  π=
+

+ 21
2arcsintanarc2

x
xx ， x ∈ +∞[ , )1 . 

证（1）令 ( ) arcsin arccosf x x x= + ，则 

2 2

1 1'( ) 0, (0,1)
1 1

f x x
x x

= − ≡ ∀ ∈
− −

。 

由于 在[0 连续，所以( )f x ,1] ( ) (0)
2

f x f π
≡ = 。 

（2）令 3( ) 3arccos arccos(3 4 )f x x x= − − x ，注意到 2 1 11 4 0, ( , )
2 2

x x− ≥ ∀ ∈ − ，

所以 
2

2 3 2

3 3 12 1'( ) 0, ( , )
2 21 1 (3 4 )

xf x x
x x x

−
= − + ≡ ∀ ∈ −

− − −

1
。 

由于 在( )f x 1 1[ ,
2 2

− ]连续，所以 ( ) (0) 3
2 2

f x f π π π≡ = − = 。 

(3) 令 2

2( ) 2arctan arcsin
1

xf x x
x

= +
+
，注意到 2 1 0, 1x x− > ∀ > ，所以 

2 2

2 2 2
2

2

2 1 2(1 ) 4'( ) 0, 1
1 (1 )21 ( )

1

x xf x x
x xx

x

+ −
= + ≡ ∀

+ +
−

+

> 。 

由于 在[1, 连续，所以( )f x )+∞ ( ) (1) 2
4 2

f x f π π π≡ = + = 。 

11．设函数 在[ , 上连续，在 上可导。证明：若 中除 f x( ) ]a b ( , )a b ( , )a b

至多有限个点有 之外，都有′ =f x( ) 0 ′ >f x( ) 0，则 在[ , 上严格 f x( ) ]a b

单调增加；同时举例说明，其逆命题不成立。 

证 设 ，其中0 1 1n na x x x x b−= < < < < = 1 2 1, , , nx x x − 是 全部的零点。

则 在 上严格单调增加。 从而， 在[ , 上

严格单调增加。 

'( )f x

( )f x 1[ , ] ( 0,1, , 1)i ix x i n+ = − ( )f x ]a b

构造函数 

( 2) ( 2)

0, 0;
( ) 1 1 13 2 2 cos( ) , , 1, 2, .

1
n n

x
f x

n x n
x n n

π− + − +

=⎧
⎪= ⎨
⋅ + − < ≤ =⎪ +⎩
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由于 )1(2)1( +== −

n
f

n
f n ， 在[0 上连续。因为当( )f x ,1]

n
x

n
1

1
1

<<
+

时， 

( 2)

2

2 1'( ) sin( ) 0
n

f x n
x x

π
− +

= − > ，所以 在 严格单调增加。但( )f x ]1,0[ 1'( ) 0f
n

= ，

所以 在 上有无限多个零点。 '( )f x (0,1)

12． 证明不等式： 

⑴ )
2

,0(,sin2 π
π

∈<< xxxx ;  ⑵ 3
1

2 1− < >
x

x x, ; 

⑶ ;0,)1ln(
2

2

><+<− xxxxx   ⑷ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈>+

2
,0,3sin2tan πxxxx ; 

⑸
1

2
1 1 1

1p
p px x x p

−
≤ + − ≤ ∈ >( ) , [0, ], ( 1)； 

⑹ x
x

x
x

sin
tan

> ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx . 

证（1）令 sin( ) xf x
x

= ， (0, )
2

x π
∈ ，由于 

2 2

cos sin cos ( tan )'( ) 0x x x x x xf x
x x
− −

= = < , 

可知 在( )f x (0, )
2
π
严格单调减少，所以

0

sin2 sin sin2 lim 1

2
x

x x
x x

π

ππ →
= < < = ，从

而得到  
2 sin , (0, )

2
x x x x π

π
< < ∈ 。 

（2）令 1( ) 2 (3 )f x x
x

= − − ，则 (1) 0f = ， 

2

1 1'( ) 0, 1f x x
xx

= − > > ， 

所以 在[1, 严格单调增加，故 ，从而 ( )f x )+∞ ( ) 0f x >

3
1

2 1− < >
x

x x, 。 

（3）令
2

( ) ln(1 ) ( )
2
xf x x x= + − − ，则 
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21'( ) 1 0, 0
1 1

xf x x x
x x

= − + = > >
+ +

， 

所以 在( )f x (0, )+∞ 严格单调增加，由 (0) 0f = 知 ，从而 ( ) 0, 0f x x> ∀ >

2

ln(1 ) ( ), 0
2
xx x x+ > − > 。 

令 ，则 ( ) ln(1 )g x x x= − +

1'( ) 1 0, 0
1 1

xg x x
x x

= − = > >
+ +

， 

所以 在( )g x (0, )+∞ 严格单调增加，由 (0) 0g = 知 ，从而( ) 0, 0g x x> ∀ >

ln(1 ), 0x x x> + > 。 

（4）令 ，则xxxxf 3sin2tan)( −+= [0, )
2

x π
∀ ∈ ， 

03coscossec33cos2sec)(' 3 22 =−≥−+= xxxxxxf ， 

等号仅在 成立，所以 严格单调增加，从而 ，即

，

0x = ( )f x ( ) 0f x >

tan 2sin 3x x x+ > (0, )
2

x π
∈ 。 

（5）令 , 则pp xxxf )1()( −+= 1 1'( ) ( (1 ) )p pf x p x x− −= − − 在
1(0, )
2
取负值，在

1( ,1)
2
取正值，即 在( )f x 1[0, ]

2
严格单调减少，在

1[ ,1]
2
严格单调增加，所

以 在( )f x
2
1

=x 取到最小值 12
1
−p 。又 (0) (1) 1f f= = ，所以 在 取

到最大值1，因而成立 

( )f x 0,1x =

1

1 (1 ) 1
2

p p
p x x− ≤ + − ≤ ， [0,1]x∈ 。 

（6）令 ，2tansin)( xxxxf −= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx 。则 

xxxxxf 2secsinsin)(' 2 −+= ， 2
cos
sin2

cos
1cos)(" 3

2
−++=

x
x

x
xxf 。  

显然 ，由 ，可知 。再由0)(" >xf 0)0(' =f 0)(' >xf 0)0( =f ，得到 ，

从而 

0)( >xf
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x
x

x
x

sin
tan

> ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 πx 。 

13． 证明：在 上成立 )1,0(

（1） ； 22 )1(ln)1( xxx <++

（2）
2
11

)1ln(
11

2ln
1

<−
+

<−
xx

。 

证  （1）令 2 2( ) (1 ) ln (1 )f x x x x= − + + ，则 

2'( ) 2 ln (1 ) 2 ln(1 )f x x x x= − + − + ， 
ln(1 ) 2 2( ln(1 ))''( ) 2 2 0, (0,1)

1 1 1
x x xf x x

x x x
+ − +

= − − = > ∈
+ + +

。 

由 ，可知 ，再由'(0) 0f = 0)(' >xf 0)0( =f ，得到 ，即 0)( >xf

2 2(1 ) ln (1 ) , (0,1)x x x x+ + < ∈ 。 

（2） 令 1( )
ln(1 )

f x 1
x x

=
+

− ，由（1）， 

2 2

2 2

(1 ) ln (1 )'( ) 0, (0,1)
(1 ) ln (1 )
x x xf x x

x x x
+ + −

= <
+ +

∈ ， 

即 在 上严格单调减少。再由( )f x )1,0( 1(1) 1
ln 2

f = − 与 

20 0

ln(1 ) ln(1 ) 1(0 ) lim lim
ln(1 ) 2x x

x x x xf
x x x→ + → +

− + − +
+ = = =

+
，得到 

2
11

)1ln(
11

2ln
1

<−
+

<−
xx

， (0,1)x∈ 。 

14． 对于每个正整数 （ ），证明方程 n 2≥n

121 =++++ − xxxx nn  

在 内必有唯一的实根 ，并求极限 。 )1,0( nx nn
x

∞→
lim

证 设 1 2( ) 1n n
nf x x x x x−= + + + + − ，则当 (0,1)x∈ 时， 

1 2'( ) ( 1) 2 1 0n n
nf x nx n x x− −= + − + + + > ，  
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所以 ( )nf x 在 严格单调增加，且当 时，)1,0( 2n ≥ (0) 1, (1) 1 0n nf f n= − = − > ，

所以 ( )nf x 在 内必有唯一的实根 。显然)1,0( nx { }nx 单调减少有下界，所

以必定收敛。设 ，则lim nn
x a

→∞
= 0 a 1≤ < ，且当 时，2n ≥ 20 1nx x< ≤ < ，所

以 。于是有 lim 0n
nn

x
→∞

=

1 2 (1 )1 lim( ) lim
1 1

n
n n n n
n n n nn n

n

x x ax x x x
x a

−

→∞ →∞

−
= + + + + = =

− − ， 

解得
1
2

a = ，即 

1lim
2nn

x
→∞

= 。 

15．设函数 在 上连续，在 上可导，且 ，)(xf ]1,0[ )1,0( 0)1()0( == ff

1
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f 。证明： 

（1）存在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1ξ ，使得 ξξ =)(f ； 

（2）对于任意实数λ，必存在 ),0( ξη ∈ ，使得 
1])([)( =−−′ ηηλη ff 。 

证（1）令 ( ) ( )F x f x x= − ，则 在 上连续，且有 ( )F x ]1,0[
1 1( ) 0, (1) 1 0
2 2

F F= > = − < ， 

所以存在 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1ξ ，使得 ( ) 0F ξ = ，即 ξξ =)(f 。 

（2）令 ，则( ) [ ( ) ]xG x e f x xλ−= − (0) ( ) 0G G ξ= = ，应用 Rolle 定理，必存
在 ),0( ξη ∈ ，使得 

'( ) [ '( ) 1] [ ( ) ] 0G e f e fλη ληη η λ η η− −= − − − = ， 
于是成立 1])([)( =−−′ ηηλη ff 。 
16．设函数 和 在[ , 上连续，在 ( , 上可导，且 f x( ) g x( ) ]a b )a b

)),((0)( baxxg ∈≠′ 。分别利用辅助函数 

ϕ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ( ) ( )]x f x f a
f b f a
g b g a

g x g a= − −
−
−

−  

和 

ψ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

x
g x f x
g a f a
g b f b

=
1
1
1

 , 
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证明 Cauchy中值定理，并说明ϕ( )x 和ψ( )x 的几何意义。 
证  由于 ( ) ( ) 0a bϕ ϕ= = ，应用 Rolle定理，必存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 

( ) ( )'( ) '( ) '( ) 0,
( ) ( )

f b f af g
g b g a

ϕ ξ ξ ξ−
= − =

−
 

于是 Cauchy中值定理成立。 

( )tϕ 的几何意义：参数方程
( )
( )

x g t
y f t
=⎧

⎨ =⎩
所表示的曲线上点的纵坐标

与连接点 和点 ( ( 的直线段上点的纵坐标之差。 ( ( ), ( ))g a f a ), ( ))g b f b
 由于 ( ) ( ) 0a bψ ψ= = ，应用 Rolle定理，必存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 

'( ) '( ) 0
'( ) ( ) ( ) 1 '( )[ ( ) ( )] '( )[ ( ) ( )] 0

( ) ( ) 1

g f
g a f a g f a f b f g a g b
g b f b

ξ ξ
ψ ξ ξ ξ= = − − − = ， 

于是 Cauchy中值定理成立。 
( )xψ 的几何意义：其绝对值等于由 ( (

为顶点的三角形面积的两倍，如果三顶点按照逆时针方向排列，则

的符号为正，否则为负。 

), ( )), ( ( ), ( )), ( ( ), ( ))g x f x g a f a g b f b

ψ( )x
17． 设 ， 在 上连续，在 上可导，证明存在 0, >ba )(xf ],[ ba ),( ba

),( ba∈ξ ，使得 
)()()]()([2 22 ξξ fabafbf ′−=− 。 

证 令 ，对 应用 Cauchy中值定理，可知必存在 2( )g x x= ( ), ( )f x g x
( , )a bξ ∈ ，使得 

2 2

( ) ( ) '( )
2

f b f a f
b a

ξ
ξ

−
=

−
， 

从而 
)()()]()([2 22 ξξ fabafbf ′−=− 。 

18． 设 ，证明存在0, >ba ),( ba∈ξ ，使得 
)()1( baebeae ab −−=− ξξ 。 

证 对于 1( ) , ( )
xef x g x
x x

= = 应用 Cauchy中值定理，可知必存在 ( , )a bξ ∈ ， 

使得 

             
2

2

( 1)

(1 )1 1 1

b a ee e
b a e

b a

ξ

ξ

ξ
ξ ξ

ξ

−
−

= = −
− −

， 

整理后即得到 
)()1( baebeae ab −−=− ξξ 。 

19． 设 在 上连续（ ），在 上可导，证明存在)(xf ],[ ba 0>ab ),( ba ),( ba∈ξ ，

使得 
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)()(
)()(

1 ξξξ ff
bfaf

ba
ab

−′=
−

。 

证 对 ( )f x
x
与

1
x
应用 Cauchy中值定理，可知必定存在 ( , )a bξ ∈ ，使得 

      
2

2

'( ) ( )( ) ( )

[ '( ) ( )]1 1 1

f ff b f a
b a f f

b a

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ

−
−

= = −
− −

− ， 

于是成立 
( ) ( ) '( ) ( )af b bf a f f

b a
ξ ξ ξ−

= −
−

， 

整理后即可得命题成立。 
20．设 在)(xf ),1[ +∞ 上连续，在 ),1( +∞ 上可导，已知函数 在

上有界，证明函数 在

)(xfe x ′− ),1( +∞

)(xfe x− ),1( +∞ 上也有界。 
证 首先 在[1 上连续，所以有界。当 时，由 Cauchy中值
定理， 

)(xfe x− , 2] 2x >

2 1 2

(1) (1)| ( ) (1) | | ( ) (1) | | (1) || ( ) | '( )x
x x 2

f ff x f f x f fe f x e f
e e e e e

ξ ξ− −− −
< + < + = +

− e
 

也是有界的，所以 在)(xfe x− (1, )+∞ 上有界。  
21． 设 在 上连续，且存在有限极限)(' xf ],0( a )(lim

0
xfx

x
′

+→
，证明 在

上一致连续。 

)(xf

],0( a
证 由于 

1 2

1 2

( ) ( ) '( ) 2 '(1
2

f x f x f f
x x

)ξ ξ ξ

ξ

−
= =

−
， 

所以只要证明 ( )x f x′ 在 上有界就可以了。显然],0( a ( )x f x′ 在 连 ],0( a
续，且极限 )(lim

0
xfx

x
′

+→
存在而且有限，所以 ( )x f x′ 在 上有界。 ],0( a

22. 设 在f x( ) x = 0的某邻域内有 阶导数，且 n
f f f n( ) ( ) ( )( )0 0 01= ′ = = =− 0，用 Cauchy中值定理证明 

)10(
!

)()( )(

<<= θθ
n

xf
x

xf n

n 。 

证 反复使用 Cauchy中值定理， 
1 1 2
1 1 1

1 1 2

'( ) '( ) '(0) ''( )( ) ( ) (0)
0 0n n n n n n

f f f ff x f x f
x x n n n n n 2( 1) n

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ− − − −

−−
= = = =

− − −
 

( 1) ( 1) ( 1) ( )
1 1

1 1

( ) ( ) (0) ( ) , (0,
! !( 0) !

n n n n
n n n

n
n n

f f f f )x
n n n

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

− − −
− −

− −

−
= = = = ∈

−
， 

所以存在 (0,1)θ ∈ ，使得 n xξ θ= ，命题成立。 
23． 证明不等式： 
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⑴ 1,0,,
22

>>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+ nyxyxyx nnn

;  ⑵
e e

e ,
x y x y

x y
+

> ≠
+

2
2 . 

证（1）设 ( ) nf x x= ，则当 时 1n >
1'( ) nf x nx −=  

2''( ) ( 1) 0, 0,nf x n n x x−= − > ∀ >  
所以 在)(xf (0, )+∞ 上严格下凸，因而 

, , 0
2 2

nn nx y x y x y+ +⎛ ⎞≥ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（2）设 ( ) xf x e= ，则 
'( ) ''( ) 0xf x f x e= = > ， ( , )x∈ −∞ +∞ ， 

所以 在 上严格下凸，因而 )(xf ( ,−∞ +∞)
e e

e ,
x y x y

x y
+

> ≠
+

2
2 。 

24． （Jensen 不等式）设 为 上的连续下凸函数，证明对于 )(xf ],[ ba

任意 和],[ baxi ∈ 0>iλ （ ）， ，成立 ni ,,2,1= 1
1

=∑
=

n

i
iλ

∑∑
==

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

i
ii

n

i
ii xfxf

11

)(λλ 。 

证 应用数学归纳法。 当 2k = 时，由下凸函数定义知 Jensen不等式成 
立。现假设当 时 Jensen不等式成立，则当1k n= − k n= 时， 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
=

n

i
ii xf

1
λ =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅
∑

∑
∑ −

=

−

=
−

=
nnn

i
i

i

n

i
in

i
i x

x
f λ

λ

λ
λ 1

1

1

1
1

1
)(  

)(1

1

1

1
1

1
nnn

i
i

i

n

i
in

i
i xf

x
f λ

λ

λ
λ +

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛≤
∑

∑
∑ −

=

−

=
−

=
 

1 1

1
1 1 1

1

( ) ( ) ( )
n n n

i
i i n nn

i i i
i

i

i if x f x fλλ λ
λ

− −

−
= = =

=

⎛ ⎞≤ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

∑
xλ 。

 所以 Jensen不等式对一切n成立。 
25． 利用上题结论证明：对于正数 成立 cba ,,

cba
cba

cbaabc ≤
++

3)( 。 
证 设 ，则 ( ) lnf x x x=

'( ) 1 ln ,f x x= +  
1''( ) 0, 0,f x x
x

= > ∀ >  

所以 在)(xf (0, )+∞ 上严格下凸，因而 
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ln ln lnln , , , 0.
3 3 3

a b c a b c a a b b c c a c b+ + + + + +
≤ ∀ >  

利用平均值不等式 3 , , ,
3

a b cabc a b c 0+ +
≤ ∀ > ，得到 

3 ln ln lnln ln ,
3 3 3 3

a b c a b c a b c a a b b c cabc+ + + + + + + +
≤ ≤  

即 
3 3( ) ln ln( ) ln ln ln ln( ),

a b c
a b ca b c abc abc a a b b c c a b c

+ +

+ + = ≤ + + =  
命题得证。 

26． 设 在 上可导，并且f x( ) ( , )a + ∞ lim ( )
x

f x
→+∞

′ = 0，证明 lim
( )

x

f x
x→+∞

= 0。     

证  由 ，可知lim ( )
x

f x
→+∞

′ = 0 0, ' 0, 'X x Xε∀ > ∃ > ∀ > ，成立 | ( ) |
2

f x ε′ < 。取定

0 'x X≥ ，则 0 ,X x x X∃ > ∀ > ，成立 0( )
2

f x
x

ε
< ，应用 Lagrange中值定理，

则有 
0 0 0

0

( ) ( ) ( )( ) f x f x f x xf x x
x x x x

− −
= + ⋅

− x
0 0

0

( ) ( ) ( ) 0f x f x f x x x
x x x x

− −
≤ + ⋅

−
 

0 0( ) '( )f x xf x
x x

ξ −
= + ⋅

2 2
ε ε ε< + = ， 

所以 lim
( )

x

f x
x→+∞

= 0成立。 

27．设 在 连续，在 二阶可导，证明存在)(xf ],[ ba ),( ba ),( ba∈η ，成立 

)("
2

)
2

(2)()(
2

ηfabbafafbf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+

−+ 。 

证 设 )
2

()()( abxfxfxg −
−−= 。由于 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) (
2 2 2

a b a b a bg f f a g b f b f+ + +
= − = − ),  

在区间 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ + bba ,

2
上对 应用 Lagrange中值定理，即得到 ( )g x

( ) ( ) 2 ( )
2

a bf b f a f +
+ − = ( ) ( ) '( )( )

2 2
a b b ag b g g ξ+ −

− =

 
2[ '( ) '( )]( ) ''( )( )

2 2 2
b a b a b af f fξ ξ η− − −

= − − = 。 
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