
第一章  集合与映射 

 

习  题  1.1  集合 

 

⒈ 证明由 个元素组成的集合n T a a an={ 1 2， ， ， }有 个子集。 2n

解  由 个元素组成的子集的个数为 ， 。 k k
nC ∑

=
=+=

n

k

nnk
nC

0
2)11(

⒉ 证明： 

   (1) 任意无限集必包含一个可列子集； 

   (2) 设 与A B都是可列集，证明 也是可列集。 A B∪

证 （1）设T是一个无限集，先取 Ta ∈1 。由于T是无限集，必存在 ，

。再由T是无限集，必存在

Ta ∈2

12 aa ≠ Ta ∈3 ， 13 aa ≠ ， 23 aa ≠ 。这样的过

程可以无限进行下去，于是得到可列集 { },,,, 21 naaaS = ， 。 TS ⊂

（2）设 ，{ },,,, 21 naaaA = { },,,, 21 nbbbB = ，则 可表示为 A B∪

A B∪ { },,,,,,, 2211 nn bababa= 。 

⒊ 指出下列表述中的错误： 

   (1) { } ； 0 = ∅

   (2) ； a ⊂ { , , }a b c

   (3) { , ； }a b ∈{ , , }a b c

   (4) { , 。 ,{ , } }a b a b = { , }a b

解 （1） 是由元素 构成的集合，不是空集。 }0{ 0

（2） 是集合 的元素，应表述为a { , , }a b c ∈a { , , }a b c 。 
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（3） 是集合{ , 的子集，应表述为{ ba, } , }a b c { }⊂ba, { , , }a b c 。 

（ 4） 是由 和 为元素构成的集合，所以

，但

}},{,,{ baba ba, { , }a b

⊃}},{,,{ baba { , }a b ≠}},{,,{ baba { , }a b 。 

⒋ 用集合符号表示下列数集： 

   (1) 满足 x
x
−
+

≤
3
2

0的实数全体； 

   (2) 平面上第一象限的点的全体； 

   (3) 大于 0并且小于 1的有理数全体； 

   (4) 方程 的实数解全体。 0cotsin =xx

解（1） 。 { }32| ≤<− xx

（2） 。 { }00|),( >> yxyx 且

（3）{ }Qxxx ∈<< 且10| 。 

（4）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+= Zkkxx ,

2
| ππ 。 

⒌ 证明下列集合等式： 

   (1) ； A B D A B A D∩ ∪ ∩ ∪ ∩( ) ( ) (= )

C   (2) ( ) 。 A B A BC C∪ ∩=

证（1）设 ，则)( DBAx ∪∩∈ Ax∈ ，并且或者 Bx∈ ，或者 。于是

或者 ，或者 ，即

Dx∈

BAx ∩∈ DAx ∩∈ )()( DABAx ∩∪∩∈ ，因此 

)()()( DABADBA ∩∪∩∪∩ ⊂ ； 

设 ，则或者)()( DABAx ∩∪∩∈ BAx ∩∈ ，或者 DAx ∩∈ 。于是 ，

并且或者 ，或者 ，即

Ax∈

Bx∈ Dx∈ )( DBAx ∪∩∈ ，因此 

                )()()( DABADBA ∩∪∩∪∩ ⊃ 。 
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（2）设 ，则CBAx )( ∪∈ BAx ∪∈ ，即 Ax∈ 且 Bx∈ ，于是 ，因

此 

CC BAx ∩∈

CCC BABA ∩∪ ⊂)( ； 

设 ，则CC BAx ∩∈ Ax∈ 且 Bx∈ ，即 BAx ∪∈ ，于是 ，因此 CBAx )( ∪∈

                      。 CCC BABA ∩∪ ⊃)(

⒍ 举例说明集合运算不满足消去律： 

   (1)  ≠> A B A C∪ ∪= B C= ； 

   (2)  ≠> A B A C∩ ∩= B C= 。 

   其中符号“ ≠> ”表示左边的命题不能推出右边的命题。 

解  （1）设 { }cbaA ,,= ， { }dcbB ,,= ， { }dcC ,= ，则 A B A C∪ ∪= ，但 。  CB ≠

（2）设 ， ，{ }cbaA ,,= { }edcB ,,= { }dcC ,= ，则 A B A C∩ ∩= ，但 。 CB ≠

⒎ 下述命题是否正确?不正确的话，请改正。 

   (1) BAx ∩∈   ⇔ Ax ∈  并且 Bx ∈ ； 

   (2) BAx ∪∈   ⇔ Ax ∈  或者 Bx ∈ 。 

解（1）不正确。 BAx ∩∈  ⇔  Ax ∈  或者 Bx ∈ 。 

  （2）不正确。 BAx ∪∈  ⇔  Ax ∈  并且 Bx ∈ 。 
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习  题 1.2  映射与函数 

 

1. 设 },,{ γβα=S ,T ，问有多少种可能的映射 ? 其中

哪些是双射? 

a b c= { , , } f ：S T→

解 有 种可能的映射，其中有2733 = 6!3 = 种是双射，它们是 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

c
b
a

f
γ
β
α

: ， ， ， ， ， 。 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

b
c
a

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

a
c
b

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

c
a
b

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

b
a
c

f
γ
β
α

:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

a
b
c

f
γ
β
α

:

2. (1) 建立区间[ , 与[ , 之间的一一对应； ]a b ]0 1

   (2) 建立区间 ( , 与)0 1 ( ,−∞ )+∞ 之间的一一对应。 

解（1）  ]1,0[],[: →baf

         
ab
axyx

−
−

= ； 

  （2）  ),()1,0(: +∞−∞→f

         )cot()
2
1tan( xxx ππ −=− 。 

3. 将下列函数 和f g构成复合函数，并指出定义域与值域： 

   (1) y f u= =( ) loga u , u g x= =( ) x 2 3− ; 

   (2) y f u= =( ) arcsin u , u g x= =( ) e x； 

   (3) y f u= =( ) u 2 1− ,u g x= =( ) sec x； 

   (4) y f u= =( ) u ,u g x= =( )
x
x
−
+

1
1
。 

解（1） ，定义域：)3(log 2 −= xy a ( ) ( )+∞−∞− ,33, ∪ ，值域： ； ),( +∞−∞

  （2） ，定义域：xy 3arcsin= ( ]0,∞− ，值域： ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛

2
,0 π
； 

  （3） xy tan= ，定义域： ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∈ 2
,

2
ππππ kk

Zk
∪ ，值域： [ )+∞,0 ； 
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  （4）
1
1

+
−

=
x
xy ，定义域： ( ) [ )+∞−∞− ,11, ∪ ，值域： [ ) ( )+∞,11,0 ∪ 。 

4. 指出下列函数是由哪些基本初等函数复合而成的： 

   (1) y
x

=
+

arcsin
1

12
;              (2) 3 21 log ( 1)

3 ay x= − 。 

解（1） ，uy arcsin=
v

u 1
= ， ； 12 += xv

（2） 3

3
1 uy = ， ， 。 vu alog= 12 −= xv

5. 求下列函数的自然定义域与值域： 

   (1) （ ）； xy a sinlog= 1>a

   (2) y x= cos ； 

   (3) y x= − −4 3 2x ； 

   (4) y x
x

= +2
4

1
。 

解（1）定义域： ( )ππ )12(,2 +
∈

kk
Zk
∪ ，值域： ( ]0,∞− ； 

  （2）定义域： ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

∈ 2
2,

2
2 ππππ kk

Zk
∪ ，值域： [ ]1,0 ； 

  （3）定义域： ，值域：[ 1,4− ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
5,0 ； 

  （4）定义域： ( ) ( )+∞∞− ,00, ∪ ，值域： ⎟⎟
⎠

⎞
⎢
⎣

⎡
+∞,

2
233

。 

6. 问下列函数 和f g是否等同？ 

   (1) f x( ) = 2log ( )a x ， g x( ) = 2loga x； 

   (2) f x( ) = 2 2sec tanx x− , g x( ) = 1； 

   (3) f x( ) = sin cos2 2x x+ , g x( ) = 1。 

解 （1）函数 和f g不等同； 
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（2）函数 和f g不等同； 

（3）函数 和f g等同。 

7. (1) 设 ,求 ； f x x x x( )+ = − + −3 2 3 53 2 1 f x( )

  (2) 设
13
13

1 +
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− x
x

x
xf ,求 。 f x( )

解（1）令 tx =+ 3 ，则 3−= tx ，代入等式，得到 

1)3(5)3(3)3(2)( 23 −−+−−−= ttttf 9777212 23 −+−= ttt ， 

所以 ； 9777212)( 23 −+−= xxxxf

  （2）令 t
x

x
=

−1
，则

1−
=

t
tx ，代入等式，得到 

( )
1

1
3

1
1

3

+
−

−
−=

t
t

t
t

tf
14
12

−
+

=
t
t
，所以

14
12)(

−
+

=
x
xxf 。 

8. 设 f x( ) =
+
1

1 x
,求 ， , 的函数表达式。 f f f f f f f f f

解（1）
2
1)(

+
+

=
x
xxff ； 

32
2)(
+
+

=
x

xxfff ； 

53
32)(

+
+

=
x
xxffff 。 

9.  证明：定义于 上的任何函数都可以表示成一个偶函数与一

个奇函数之和。 

( ,−∞ +∞)

证  显然
2

)()( xfxf −+
是偶函数，

2
)()( xfxf −−
是奇函数，而 

2
)()()( xfxfxf −+

=
2

)()( xfxf −−
+ 。 

10.  写出折线 ABCD所表示的函数关系 y f x= ( )的分段表示，其中

，A = ( , )0 3 B = −( , )1 1 ，C = ( , )3 2 ，D = ( , )4 0 。 
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解  

[ ]

( ]
( ]⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈+−

∈−

∈+−

=

4,382

3,1
2
5

2
3

1,034

xx

xx

xx

y 。 

y 

     
( , )1 1   

 

 

   O              x    2   x 

               图 1.2.8                    图 1.2.9 

 

11.  设 表示图1.2.8中阴影部分面积，写出函数f x( ) y f x= ( ) , x ∈[ , ]0 2

的表达式。 

解  
[ ]

( ]

2

2

1 0,1
2

1 2 1 1,2
2

x x
y

x x x

⎧ ∈⎪⎪= ⎨
⎪− + − ∈
⎪⎩

。 

12.  一玻璃杯装有汞、水、煤油三种液体，比重分别为13.6，1，0.8

克／厘米
３(图1.2.9)，上层煤油液体高度为5厘米，中层水液体高度

为4厘米，下层汞液体高度为2厘米，试求压强 P与液体深度 x之间

的函数关系。 

解  
[ ]
( ]
( ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∈−
∈−
∈

=
11,92.112118.1332
9,59898
5,04.78

)(
xx
xx
xx

xP 。 

13. 试求定义在[ , 上的函数，它是[ , 与[ , 之间的一一对应，]0 1 ]0 1 ]0 1
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但在[ , 的任一子区间上都不是单调函数。 ]0 1

解  。 
⎩
⎨
⎧
−

=
为无理数

为有理数

xx
xx

xf
1

)(
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