
 

习 题  14.2  第二类曲线积分与第二类曲面积分 
 

1.  求下列第二类曲线积分： 
（1） ∫ ，其中 是以 −++

L

dyyxdxyx )()( 2222 L

A B C D( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 0 2 0 2 1 11 为顶点的正方形，方向为逆时针
方向； 

（2） ∫ ，其中L是抛物线的一段： −+−
L

dyxyydxxyx )2()2( 22

y x x= − ≤ ≤2 1, 1，方向由 ( , )−11 到 ； ( , )11

（3） ∫ +
−−+

L
22

)()(
yx

dyyxdxyx
，其中 是圆周 ，方向为

逆时针方向； 

L x y a2 2+ = 2

（4） ∫ ，其中L是曲线 ， ++−
L

dzyxxdyydx )( 22 ttt azeyex === − ,,

10 ≤≤ t ，方向由 到 ( ； ( , , )e e a−1 , , )111
（5） ∫ ， 是从点 到点 的直线

段； 

−+++
L

dzyxydyxdx )1( L ( , , )111 ( , , )2 3 4

（6） ∫ ，L为曲线  若从 轴的正

向看去， 的方向为逆时针方向； 

++
L

xdzzdyydx
⎩
⎨
⎧

>=+
=++

),0(
,2222

aazx
azzyx

z

L
（7） ， 为圆周 ∫ −+−+−

L

dzyxdyxzdxzy )()()( L

⎩
⎨
⎧

<<=
=++

),0(tan
,1222

πααxy
zyx

，若从 x轴的正向看去，这个圆周的

方向为是逆时针方向。 
解：（1）  ∫ −++

L

dyyxdxyx )()( 2222

2 2 2 2( ) ( )
AB BC CD DA

x y dx x y dy
⎧ ⎫

= + + + + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭
∫ ∫ ∫ ∫  

2 1 1 02 2 2 2

1 0 2 1
(4 ) ( 1) (1 )x dx y dy x dx y d= + − + + + −∫ ∫ ∫ ∫ y 2= 。 

（2）
 

∫ −+−
L

dyxyydxxyx )2()2( 22 ∫− −+−=
1

1
3432 ]2)2()2[( dxxxxxx

 15
14)4(

1

1
42 −=−= ∫− dxxx 。 

（3） ∫ +
−−+

L
22

)()(
yx

dyyxdxyx
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∫ −−−+=
π2

0
]cos)sin(cos)sin)(sin[(cos dttttttt π2−= 。 

（4） =I ∫ ++−
L

dzyxxdyydx )( 22 ∫ −++=
0

1
22 ]ln)(2[ dtaaee ttt 。 

 当 时，2ea = =I ∫ +
0

1
4 )24( dte t )7(

2
1 4e+−= ； 

 当 时，2−= ea =I ∫ −1

0
42 dte t )1(

2
1 4−−= e ； 

 当 且 时， 2ea ≠ 2−≠ ea

=I  ∫ −++−
0

1
22 ])()[(ln2 dtaeaea tt a

a
ae

a
ae ln

2ln
1

2ln
12

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+
+

−
+−=

−

。 

（5） 。 ∫ −+++
L

dzyxydyxdx )1( 13)]31(3)21(21[
1

0
=+++++= ∫ dtttt

（6）由曲线积分的定义， 以 代入积分，得到  xaz −=

∫ =++
L

xdzzdyydx ∫ −+−
xyL

dyxadxxy )()( ， 

其中 为xyL L在 xy平面上的投影曲线（椭圆） ，取逆时针

方向。 

2222 ayx =+

令 π20:,sin,cos
2

1
→== ttaytax ，则 

∫ ++
L

xdzzdyydx  

∫ −+−−=
π2

0
2 ]cos)cos

2
11()sin

2
1)(cos

2
1[(sin dtttttta  

= 22 aπ− 。 

（7）由曲线积分的定义，以 αtanxy = 代入积分，得到 

∫ =−+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( ∫ −−
zxL

zdxxdz)tan1( α ， 

其中 为zxL L在 zx平面上的投影曲线（椭圆） ，取顺时

针方向。 
1sec222 =+ αxz

令 02:,cos,sincos →== πα ttztx ，则 

∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()(  

=−−−= ∫
0

2
22 )cossin(cos)tan1(

π
αα dttt )sin(cos2 ααπ − 。 

2. 证明不等式 

MCdyyxQdxyxP ≤+∫
L

),(),( ， 

其中C是曲线 的弧长，L }),(|),(),(max{ 22 L∈+= yxyxQyxPM 。记圆周

 2



x y R2 2+ = 2为 ，利用以上不等式估计 RL

( )∫
++

−
=

R

R
yxyx

xdyydxI
L

222
， 

并证明 
lim

R RI
→+∞

= 0。 

证   由 Schwarz不等式及 ，可得 1coscos 22 =+ βα

∫∫ +=+
L

dsyxQyxPdyyxQdxyxP ]cos),(cos),([),(),( βα
L  

( , ) cos ( , ) cos
L

P x y Q x y dsα β≤ +∫  

2 2 2 2( , ) ( , ) cos cos
L L

P x y Q x y ds M ds MCα β⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ + + ≤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ = 。 

在积分
( )∫

++

−
=

R

R
yxyx

xdyydxI
L

222
中，令

( )22 2
( , ) yP x y

x xy y
=

+ +
，  

( )22 2
( , ) xQ x y

x xy y

−
=

+ +
，则     

322422

22
22

)(
16

)(
),(),(

yxyxyx
yxyxQyxP

+
≤

++
+

=+ ， 

于是 23
84
R

C
R

I R
π

=≤ ，所以  

lim
R RI
→+∞

= 0。 

3. 方向依纵轴的负方向，且大小等于作用点的横坐标的平方的力构
成一个力场。求质量为 的质点沿抛物线 从点 移到

时，场力所作的功。 
m y x2 1= − ( , )1 0 ( , )0 1

解  
15
8)1(

1

0
22 −=−−== ∫∫ dyydW

L

sF 。 

4. 计算下列第二类曲面积分： 
（1）∫∫ ，其中Σ是中心在原点，边长

为 的立方体[ ,
Σ

+++++ dxdyxzdzdxzydydzyx )()()(

2h ] [ , ] [ , ]− × − × −h h h h h h 的表面，方向取外侧； 

（2）∫∫ ，其中Σ是椭球面
Σ

yzdzdx
x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ + = 的上半部分，方向取上

侧； 
（3）∫∫ ，其中Σ是柱面 被平面 和

所截部分，方向取外侧； 
Σ

++ ydxdyxdzdxzdydz x y2 2 1+ = z = 0 z = 4

（4）∫∫ ，其中Σ是抛物面 在 部分，方向
Σ

+ dxdyzxdydz 3 z x= − −4 2 2y z ≥ 0
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取下侧； 
（ 5） [ ] [ ] [ ]∫∫

Σ

+++++ dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ),,(),,(2),,( ，其中

为连续函数，Σ是平面f x y z( , , ) x y z− + = 1在第四卦限部分，方向取上
侧； 
（6） ，其中Σ是锥面∫∫

Σ

+++ dxdyzdzdxydydzx )5( 222 22 yxz +=  

（ ），方向取下侧。 hz ≤≤0

（7） ∫∫
Σ +

dzdx
xz

e y

22
，其中Σ是抛物面 与平面 ， 所

围立体的表面，方向取外侧。 

22 zxy += 1=y 2=y

（8） ∫∫
Σ

++ dxdy
z

dzdx
y

dydz
x

111
，其中Σ为椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

，方向

取外侧； 
（9） ，其中Σ是球面   ∫∫

Σ

++ dxdyzdzdxydydzx 222 +−+− 22 )()( byax

22)( Rcz =− ，方向取外侧。 
解 （1）将Σ的上、下、左、右、前、后六个面分别记为 )6,5,4,3,2,1( =Σ ii 。 

则  

5 6

( ) ( ) ( )x y dydz x y dydz x y dydz
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫   

5 6

32 8
yzD

xdydz xdydz h dydz h
Σ Σ

= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

3 4

( ) ( ) ( )y z dzdx y z dzdx y z dzdx
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

3 4

32 8
zxD

ydzdx ydzdx h dzdx h
Σ Σ

= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

1 2

( ) ( ) ( )z x dxdy z x dxdy z x dxdy
Σ Σ Σ

+ = + + +∫∫ ∫∫ ∫∫  

1 2

32 8
xyD

zdxdy zdxdy h dxdy h
Σ Σ

= + = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ， 

所以   
324)()()( hdxdyxzdzdxzydydzyx =+++++∫∫

Σ

。 

（2）设曲面 Σ的单位法向量为 )cos,cos,(cos γβα ，由 dSdzdx βcos= 与

dSdxdy γcos= ，得到 dxdy
zb
ycdxdydzdx 2

2

cos
cos

==
γ
β

。由于Σ的方向取上侧，

它在 xy平面的投影区域为
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+= 1),( 2

2

2

2

b
y

a
xyxD ，于是 
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∫∫
Σ

=yzdzdx ∫∫
Σ

=dxdyy
b
c 2

2

2

∫∫
D

dxdyy
b
c 2

2

2
 

2 12 2 3

0 0
sin

4
abc d r dr abc

π 2πθ θ= =∫ ∫ 。  

（3）解法一 

取曲面 的参数表示 ，Σ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

zz
y
x

θ
θ

sin
cos

{ }( , ) 0 2 , 0 4D z zθ θ π= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则 

( , ) cos
( , )
y z

z
θ

θ
∂

=
∂

，
( , ) sin
( , )
z x

z
θ

θ
∂

=
∂

，
( , ) 0
( , )
x y

zθ
∂

=
∂

。 

由于 的方向取外侧，于是 Σ

zdydz xdzdx ydxdy
Σ

+ +∫∫
( , ) ( , ) ( , )cos sin
( , ) ( , ) ( , )D

y z z x x yz d
z z z

dzθ θ θ
θ θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫∫  

2 4

0 0
cos d zdz

2 4

0 0
sin cos d d

π
θ θ= ∫ ∫

π
θ θ θ+∫ ∫ z 0= 。 

解法二 

由于曲面Σ的单位法向量为
2 2 2 2

( ,x y
x y x y+ +

, 0)，可知 

               。 0=∫∫
Σ

ydxdy

将柱面Σ分成前后两部分 21 ,ΣΣ ，其中 2
2

2
1 1:,1: yxyx −−=Σ−=Σ ，则 

1 2

0
yz yzD D

zdydz zdydz zdydz zdydz zdydz
Σ Σ Σ

= + = −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ = ， 

类似地可得 ，所以  0=∫∫
Σ

xdzdx

0=++∫∫
Σ

ydxdyxdzdxzdydz 。 

（4）设曲面Σ的单位法向量为 )cos,cos,(cos γβα ，由 dSdydz αcos= 与 

dSdxdy γcos= ，得到 xdxdydxdydydz 2
cos
cos

==
γ
α

。由于Σ的方向取下侧，

它在 xy平面的投影区域为 { }1),( 22 ≤+= yxyxD ，于是 

3zxdydz dxdy
Σ

+ =∫∫ 2(2 3)x z dxdy
Σ

+ =∫∫ 2 2 22 (4 ) 3
D

x x y dxdy⎡ ⎤− − − +⎣ ⎦∫∫  
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πθθθθ
ππ

12cos
3

32]3)4(cos2[
2

0

22

0

2222

0
−−=+−−= ∫∫∫ drdrrrd π

3
68

−= 。 

（5）平面Σ的方程为 1x y z− + = ，方向取上侧，由此可知 ，

，于是 

dydz dxdy=

dzdx dxdy= −

[ ] [ ] [ ]∫∫
Σ

+++++ dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ),,(),,(2),,(
 

[ ] [ ] [ ]{ }( , , ) 2 ( , , ) ( , , )f x y z x f x y z y f x y z z dxdy
Σ

= + − + + +∫∫
       

1
2

xyD

dxdy= =∫∫ 。 

（6）由对称性， ，2 0x dydz
Σ

=∫∫ 2 0y dzdx
Σ

=∫∫ ，所以 

2 2 2 2 2( 5) ( 5)
xyD

x dydz y dzdx z dxdy x y dxdy
Σ

+ + + = − + +∫∫ ∫∫
 

2 2 4

0 0
( 5) ( 10

2
h

d r rdr h h
π 2 )πθ= − + = − +∫ ∫ 。 

（7）记 ，方向取外侧；)21(: 22
1 ≤≤+=Σ yzxy 2 2

2 : 1( 1y x z )Σ = + ≤ ，方

向取左侧； ，方向取右侧。则 2 2
3 : 2( 2y x zΣ = + ≤ )

2 2

1 1

2 2 2 2
zx

y x z

D

e edzdx dzdx
z x z x

+

Σ

= −
+ +

∫∫ ∫∫
2 2 2

0 1
2 ( )rd e dr e

π
θ π e= − = −∫ ∫ − ， 

2 2

2 1

2 2 2 2 0 0
2

zx

y

D

e edzdx dzdx d edr e
z x z x

π
θ π

Σ

= − = − = −
+ +

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ， 

3 3

2 2 2 2 2

2 2 2 2 0 0
2 2

zx

y

D

e edzdx dzdx d e dr e
z x z x

π
θ π

Σ

= = =
+ +

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ， 

所以  

π)12(2 2

22
−=

+
∫∫
Σ

edzdx
xz

e y

。 

（8）设 分别表示上、下两半椭球面，方向分别取上、下侧。则 21 ,ΣΣ

1 2

2 2

2 2

1 1 1 12
1xyD

dxdy dxdy dxdy dxdy
z z z x yc

a b
Σ Σ Σ

= + =

− −
∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  

c
ab

rc

abrdrd πθ
π 4

1
2

1

0 2

2

0
=

−
= ∫∫ ， 

由对称性，可得 
1 4 acdzdx
y b

π

Σ

=∫∫ ，
1 4 bcdydz
x a

π

Σ

=∫∫ ， 

所以 

)(4111 222222 accbba
abc

dxdy
z

dzdx
y

dydz
x

++=++∫∫
Σ

π
。 
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（9）设 分别表示上、下两半球面，方向分别取上、下侧。则 21 ,ΣΣ

    ∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

+=
21

222 dxdyzdxdyzdxdyz

∫∫ −−−−+=
xyD

dxdybyaxRc 2222 ])()([ ∫∫ −−−−−−
xyD

dxdybyaxRc 2222 ])()([  

∫∫ −−−−=
xyD

dxdybyaxRc 222 )()(4 3

3
8 cRπ= 。 

同理可得  
3232

3
8,

3
8 bRdzdxyaRdydzx ππ == ∫∫∫∫

ΣΣ

， 

所以  
3222 )(

3
8 Rcbadxdyzdzdxydydzx ++=++∫∫

Σ

π
。 
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