
第十四章 曲线积分、曲面积分与场论  

 
习  题  14.1  第一类曲线积分与第一类曲面积分 

 

1.  求下列第一类曲线积分： 
(1) ∫ ，其中 是以+

L

dsyx )( L O A B( , ), ( , ), ( , )0 0 1 0 0 1 为顶点的三角形； 

(2) ∫ ，其中 为单位圆周 ； 
L

dsy || L 122 =+ yx

(3) ∫ ，其中 为星形线 ； 
L

dsx 3/1|| L 3/23/23/2 ayx =+

(4) ∫ ，其中 为双纽线 ； 
L

dsx || L 22222 )( yxyx −=+

(5) ∫ ， 为螺旋线 ++
L

dszyx )( 222 L

x a t y a t z bt t= = = ≤ ≤cos , sin , , 0 2π的一段： 

(6) ∫ 。其中L为曲线
L

xyzds 2
3

2
1,

3
22, tztytx === 上相应于 从 0

变到 1的一段弧； 

t

(7) ∫ ，其中 为球面 和平面 ++
L

dszxyzxy )( L x y z a2 2 2+ + = 2

x y z+ + = 0的交线。 
解（1）

 
∫∫∫∫ +++++=+

BOABOA

dsyxdsyxdsyxdsyx )()()()(
L

           212)(
1

0

1

0

1

0
+=+++= ∫∫∫ ydydxxxxdx 。 

（2） 4sin||
2

0
== ∫∫

π
dttdsy

L

。 

（3）令 ，则 taytax 33 sin,cos == ttads cossin3= ，于是 

       3
4

2
0

23
4

2

0
23

4

3
1

4cossin12cossin3 atdttadtttadsx
L

=== ∫∫∫
ππ

。 

（4）将 表示为参数方程 L
cos 2 cos

cos 2 sin

x

y

θ θ

θ θ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
，再利用对称性，就有 

2 24 4
0 0

| | 4 cos 2 cos ' ' 4 cos 2 2x ds x y d d
π π

θ θ θ θ θ= + =∫ ∫ ∫
L

= 。 

注 本题也可利用 的极坐标方程L 2 cos 2r θ= ，得到  
2 24 4

0 0
| | 4 cos 4 cos 2 2x ds r r r d d

π π

θ θ θ θ′= + =∫ ∫ ∫
L

= 。 
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（5）
 

∫ ++
L

dszyx )( 222

=++= ∫
π2

0
22222 )( dtbatba 22222 )43(

3
2 baba ++ ππ

。   

（6） ∫
L

xyzds =++= ∫
1

0
22

9

21
3
2 dtttt

143
216
。 

（7）因为在 上成立 L

)]()[(
2
1 2222 zyxzyxzxyzxy ++−++=++ ， 

所以  
3

2

2
)( adsadszxyzxy π−=−=++ ∫∫

LL

。 

2. 求椭圆周 x a t y b t t= = ≤ ≤cos , sin , 0 2π的质量，已知曲线在点 M x y( , )
处的线密度是 ρ( , ) | |x y y= 。 
 解  质量 ∫∫ +==

π
ρ

2

0
2222 cossinsin dttbtatbdsm

L

 

       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<
−+

−
+

=

>
−

−
+

=

−+= ∫

ba
a

abb

ab

bab

baa

ba
a

ba

ba

bab

dttabatb

当

当

当

,ln22

,4

,arcsin22

cos)(sin2

22

22

2
2

2

22

22

2
2

0
2222π

。 

3. 求下列曲面的面积： 
(1) z a 包含在圆柱面  内的部分； xy= x y a2 2 2+ = ( )a > 0

(2) 锥面 x y z2 2 1
3

+ = 2被平面 x y z a a+ + = >2 ( 0)所截的部分； 

(3) 球面 包含在锥面2222 azyx =++ 22 yxz += 内的部分； 
(4) 圆柱面 被两平面x y a2 2+ = 2 x z x z x y+ = − = > >0 0 0, ( , 0)

z 2 2 2 22+ = )

所截

部分； 
(5) 抛物面 包含在柱面 ( ) 内的

那部分； 
x y a2 2 2+ = x y a xy (a > 0

(6) 环面  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

,sin
,sin)cos(
,cos)cos(

φ
ϕφ
ϕφ

az
aby
abx

0 2 0 2≤ ≤ ≤ ≤φ π ϕ π, ，其中 。 ba <<0

解（1） ∫∫ ++=
D

dxdyyxaA )(1 222  

)1)1((
3
21 34

20
222

0
−+=+= ∫∫ a

a
rdrrad

a πθ
π

。 
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（2）联立锥面与平面方程，消去 ，得到 z
         ， 222 2)(2 ayxaxyyx =++−+

这是所截的部分在 xy平面上投影区域的边界，它是个椭圆。记 
{ }2 2( , ) ( ) 2 ( ) 2 2D x y x xy y a x y a= − + + + ≤ ， 

再令
x u v
y u v
= +⎧

⎨ = −⎩
，则区域 与区域 D

{ }2 2 2' ( , ) ( 2 ) 3 6D u v u a v a= + + ≤  

对应，且
( , ) 2
( , )
x y
u v

∂
=

∂
, 于是所截部分的面积为 

     2 2

'

1 2 4x y
D D D

28 3A z z dxdy dxdy dudv aπ′ ′= + + = = =∫∫ ∫∫ ∫∫ 。 

（3）这部分球面在 xy平面上的投影区域为 
2

2 2( , )
2
aD x y x y

⎧ ⎫
= + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 

于是  

∫∫∫∫
−−

=′+′+=
DD

yx dxdy
yxa

adxdyzzA
222

221  

      22
0 22

2

0
)22( ardr

ra

ad
a

πθ
π

−=
−

= ∫∫ 。 

（4）圆柱面方程可写成 22 xay −= ，区域 { }( , ) ,0D z x x z x x a= − ≤ ≤ ≤ ≤ ，

于是  
2 2 2

2 2 2 20
1 2

a x

x z x
D D

a aA y y dzdx dzdx dx dz a
a x a x−

′ ′= + + = = =
− −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ 。 

（5）方程 ( ) 可化为极坐标方程 ，于是 x y a x2 2 2 22+ = y θ2sin22 ar =

∫∫∫∫
+

+=′+′+=
DD

yx dxdy
a

yxdxdyzzA 2

22
22 1212  

  ∫∫∫ −+=+= 2
0

322sin

0
222

0
]1)cos[(sin

3
22 πθπ

θθθθ dardrrad
a

a  

  2)320(
9
1 aπ−= 。 

（6）由  
φϕφϕφ φφφ cos,sinsin,cossin azayax =′−=′−=′ ， 

0,cos)cos(,sin)cos( =′+=′+−=′ ϕϕϕ ϕφϕφ zabyabx ， 
可得  

0,)cos(, 22 =+== FabGaE φ ， 
所以  

abdabadddFEGA
D

22

0

2

0
2 4)cos( πφφϕϕφ

ππ
=+=−= ∫∫∫∫ 。 
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4. 求下列第一类曲面积分： 
(1) ∫∫ ，其中∑是左半球面 ， ； 

Σ

++ dSzyx )( x y z a2 2 2+ + = 2 y ≤ 0

(2) ∫∫ ，其中∑是区域
Σ

+ dSyx )( 22 {( , , )| }x y z x y z2 2 1+ ≤ ≤ 的边界； 

(3) ∫∫ ，∑是锥面
Σ

++ dSzxyzxy )( z x y= +2 2 x被柱面 所

截部分； 

x y a2 2 2+ =

(4) ∫∫
Σ ++

dS
zyx 222

1
，其中∑是圆柱面 介于平面

与

x y a2 2+ = 2 z = 0

z H= 之间的部分； 

(5) ∫∫
Σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ dSzyx

432

222

，其中∑是球面 ； 2222 azyx =++

(6) ，其中∑是抛物面 介于平面 与

之间的部分； 

(∫∫
Σ

++ dSzyx 23 ) 222 yxz += z = 0

8=z
(7) ∫∫ ，其中∑是螺旋面

Σ

zdS x u v y u v z v u a= = = ≤ ≤cos , sin , , 0 ，

0 2≤ ≤v π  的一部分。  
解（1）由对称性， 

∫∫
Σ

++ dSzyx )( dzdx
zxa

azxaydS
zxzx

∫∫∫∫
ΣΣ −−

−−−==
222

222

 
3aπ−= 。 

（2）设 )1(1:,: 22
2

22
1 ≤+=Σ+=Σ yxzyxz ，则 

 
  

∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

+++=+
21

)()()( 222222 dSyxdSyxdSyx

           
πθ

π

2
21)21(

1

0
32

0

+
=+= ∫∫ drrd 。 

（3） ∫∫∫∫
ΣΣ

+++=++
xy

dxdyyxyxxydSzxyzxy 2])([)( 22

 

           ∫∫− ++=
θ

π

π θθθθθ
cos2

0
32

2

)sincoscos(sin2
a

drrd  

           42

2

54 2
15
64cos24 ada == ∫−

π

π θθ 。 

（4）设 )0(:,: 22
2

22
1 Hzyaxyax ≤≤−−=Σ−=Σ ，则 

∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ ++

+
++

=
++

21

222222222

111 dS
zyx

dS
zyx

dS
zyx  

     
∫∫
Σ −+

=
yz

dydz
ya

a
za 2222

12
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     a
Hdy

yaza
adz a

a

H
arctan212

220 22 π=
−+

= ∫∫ −
。 

（5）由对称性，有 ，又由于  ∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

== dSzdSydSx 222

42222 4)( adSadSzyx π==++ ∫∫∫∫
ΣΣ

， 

所以  
42

222

9
13

12
13

432
adSxdSzyx π==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ ∫∫∫∫

ΣΣ

。 

（6）由对称性，有 ，03 =∫∫
Σ

dSx 2y dS
Σ

=∫∫ 2 21 ( )
2

x y dS
Σ

+∫∫ ，再由 

zdS
Σ

=∫∫ 2 21 ( )
2

x y dS
Σ

+∫∫ ，得到 

   ( )3 2 2 2 2 2( ) 1
xy

x y z dS x y x y dxd
Σ Σ

+ + = + + +∫∫ ∫∫ y
 

   2 4 2 3

0 0
1d r r dr

π
θ∫ ∫= +

3 14 2 2 22 2
0

(1 ) (1 ) (1 )r r d rπ
⎛ ⎞

= + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

1564 17 4
15

π+
= 。 

（7）由 1,cos,sin,0,sin,cos =′=′−=′=′=′=′ vvvuuu zvuyvuxzvyvx ，得到  
0,1,1 2 =+== FuGE 。 

于是  

∫∫∫∫∫∫ +=+=
Σ

a

D

duuvdvdudvuvzdS
0

22

0
2 11

π

 
)]1ln(1[ 222 aaaa ++++= π 。 

            5．设球面Σ的半径为 R，球心在球面 上。问当2222 azyx =++ R何值
时， 在球面 内部的面积最大？并求该最大面积。 Σ 2222 azyx =++

解  不妨设 的球心在 ，于是Σ ),0,0( a Σ在球面 内部的曲

面方程为 

2222 azyx =++

             2 2 2( )z a R x y= − − + 。 

将此方程与球面方程 联立，解得2222 azyx =++
a

Raz
2

2 22 −
= ，这样，Σ

在球面 内部的部分在 平面上的投影为 2222 azyx =++ Oxy

          
4

2 2 2
2( , )

4
RD x y x y R
a

⎧ ⎫
= + ≤ −⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 

从而面积为  

∫∫∫∫
−−

=′+′+=
DD

yx dxdy
yxR

RdxdyzzRS
222

221)(  
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2

22 1 24
2 20 0

2 (1
2

RR
a )R Rd rdr R

aR r

π
θ π

−
= =

−
∫ ∫ − 。 

对 求导，得 ( )S R

)34()( 2RaR
a

RS −=′ π
， 

令 ，得到0)( =′ RS aR
3
4

= 。由于 02)
3
4( <−=′′ πaS ，所以当 aR

3
4

= 时，面

积最大，面积最大值为 
                3

max 27
32 aS π= 。 

6. 求密度为ρ( , )x y = z的抛物面壳 z x y z= + ≤
1
2

02 2( ), ≤ 1的质量与重心。 

解  质量 ∫∫∫∫
ΣΣ

+++==
xy

dxdyyxyxdSyxM 2222 1)(
2
1),(ρ  

ππθ
π

15
23121

2
1

2
1 2

0
2222

0
232

0

+
=+=+= ∫∫∫ drrrdrrrd 。 

设重心坐标为 ( , , )x y z ，由对称性， 0,0 == yx 。 

          ∫∫∫∫
ΣΣ

+++=
xy

dxdyyxyxdSyxz 22222 1)(
4
1),(ρ  

∫∫∫ +=+=
2

0
2242

0
252

0
1

4
1

4
1 drrrdrrrd πθ

π , 

作代换 21 rt += ，得到 

   ππρ
105

4366)1(2
4

),(
3

1
222 −

=−= ∫∫∫
Σ

dtttdSyxz ， 

于是  

749
345596

),(
−

==
∫∫
Σ

M

dSyxz
z

ρ
， 

所以重心为 )
749

345596,0,0( −
。 

7. 求均匀球面（半径是 ，密度是 1）对不在该球面上的质点（质量
为 1）的引力。 

a

解  设球面方程为 ，质点的坐标为 。在

球面上 处取一微元，面积为 ，它对质点的引力为 

2222 azyx =++ ),0,0( b (0 )b a≤ ≠

),,( zyx dS

222 )( bzyx
GdSdF

−++
= 。 

由对称性， 0== yx FF ， 

         zF = dS

bzyx

bzG
∫∫
Σ −++

−

2
3

222 ])([

)(
。 
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令 ，得到
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

az
ay
ax

=− 2FEG ϕsin2a ，于是 

22

30 0
2 2 2

( cos ) sin

( 2 cos )
z

G a b aF d d
a b ab

π π ϕ ϕθ ϕ
ϕ

−
=

+ −
∫ ∫ ， 

在上述积分中，再令 ϕcos222 abbat −+= ，得到 
2 2 2

2
2 2

2

0 ,
4 ,

a b

z a b

b a
Ga b a tF dt Gab t b a

b

π
π

+

−

<⎧
− + ⎪= − = ⎨

− >⎪⎩
∫ ， 

所以当 时，引力 ；当b 时，引力b a< (0,0,0)=F a>
2

2

4(0,0, )Ga
b
π

= −F 。 

8．设u x y z( , , )为连续函数，它在 处有连续的二阶导数。记

∑为以

M x y z( , , )0 0 0

M点为中心，半径为 R的球面，以及 

∫∫
Σπ

= dSzyxu
R

RT ),,(
4

1)( 2 。 

（1）证明： ； lim ( ) ( , , )
R

T R u x y z
→

=
0 0 0 0

（2）若 0)(
),,(

2

2

2

2

2

2

000

≠++
zyxz

u
y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

，求当 时无穷小量 0→R

T R u x y z( ) ( , , )− 0 0 0 的主要部分。 
解（1）由于 u x y z( , , )在 处连续，所以M x y z( , , )0 0 0 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，当

2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z δ− + − + − < 时，成立 

0 0 0( , , ) ( , , )u x y z u x y z ε− < 。 

于是当 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )R x x y y z z δ= − + − + − < 时， 

0 0 02

1 ( , , ) ( , , )
4

u x y z dS u x y z
Rπ Σ

−∫∫ 0 0 02

1 ( , , ) ( , , )
4

u x y z u x y z dS
R

ε
π Σ

≤ − <∫∫ ， 

所以成立 
    lim ( ) ( , , )

R
T R u x y z

→
=

0 0 0 0 。 

（2）令 ，则 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

ς
η
ξ

Rzz
Ryy
Rxx

0

0

0

=)(RT  ∫∫
Σ

+++
*

),,(
4
1

000 dSRzRyRxu ςηξ
π

， 

其中 { }1),,( 222* =++=Σ ςηξςηξ 。利用对称性，有 

∫∫
Σ

=
*

dSξ ∫∫
Σ

=
*

dSη 0
*
∫∫
Σ

=dSς ， 
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∫∫
Σ

=
*

dSξη ∫∫
Σ

=
*

dSης 0
*
∫∫
Σ

=dSξς ，  

∫∫
Σ

=
*

2dSξ ∫∫
Σ

=
*

2dSη ∫∫
Σ

=
*

2 dSς ∫∫
Σ

++
*

)(
3
1 222 dSςηξ π

3
4

= 。 

由于 

∫∫
Σ

′+′+′=′
*

][
4
1)( dSuuuRT zyx ςηξ
π

， 

∫∫
Σ

′′+′′+′′+′′+′′+′′=′′
*

)](2[
4
1)( 222 dSuuuuuuRT yzxzxyzzyyxx ηςξςξηςηξ
π

， 

以 代入，得到 0R =

0)0(' =T  

=)0("T
),,(

2

2

2

2

2

2

000

)(
3
1

zyxz
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++ 。 

由 Taylor 公式，即知当 时，无穷小量0→R T R u x y z( ) ( , , )− 0 0 0 的主要部

分为 
),,(

2

2

2

2

2

22

000

)(
6

zyxz
u

y
u

x
uR

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++ 。 

9. 设 为上半椭球面Σ 1
22

2
22

=++ zyx
（ ），0≥z π为Σ在点 处

的切平面，

),,( zyxP

),,( zyxρ 为原点 到平面)0,0,0(O π的距离，求 ∫∫
Σ

dS
zyx

z
),,(ρ
。 

 解  因为椭球面 1
22

2
22

=++ zyx
在 点的法向量为 ， ),,( zyxP )2,,( zyxn =

所以切平面π的方程为  

22 =++ zZyYxX ， 

从而原点到π的距离为  

222 4

2),,(
zyx

zyx
++

=ρ 。   
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令

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

=

ϕ
θϕ

θϕ

cos
sinsin2

cossin2

z
y

x

，则 =++ 222 4zyx ϕϕ 22 cos4sin2 + ，由     

   ϕθϕθϕ ϕϕϕ sin,sincos2,coscos2 −=′=′=′ zyx ， 
 0,cossin2,sinsin2 =′=′−=′ θθθ θϕθϕ zyx ， 

得到 
  =− 2FEG ϕϕϕ 22 cos4sin2sin + ， 

由此得到 

πϕϕϕϕϕθ
ρ

ππ

2
3)cos2(sinsincos

),,(
2

0
222

0
=+= ∫∫∫∫

Σ

dddS
zyx

z
。 

注  本题也可由 ：Σ 222
2

1 yxz −−= 投影到 xy平面上来计算得到 

    ∫∫
Σ

dS
zyx

z
),,(ρ

π
2
3)4(

4
1 22 =−−= ∫∫

xyD

dxdyyx 。 

10. 设Σ是单位球面 。证明 1222 =++ zyx

∫∫∫ −
Σ

++=++
1

1

222 )(2)( ducbaufdSczbyaxf π ， 

其中 为不全为零的常数， 是cba ,, )(uf 222|| cbau ++≤ 上的一元连

续函数。 

证  将 xyz −坐标系保持原点不动旋转成 −''' zyx 坐标系，使 轴上的单

位向量为

'z

),,(1
222

cba
cba ++

，由于旋转变换是正交变换，保持度量不

变，所以球面Σ上的面积元 dS也不变。设球面Σ上一点 的新坐

标为 ，则

),,( zyx

)',','( zyx '222 zcbaczbyax ++=++ ，于是 

        ∫∫
Σ

++ dSczbyaxf )( ∫∫
Σ

++= dSzcbaf )'( 222 。 

下面计算这一曲面积分。令球面Σ的参数方程为 
θϕ cossin'=x ， θϕ sinsin'=y ， ϕcos'=z ， 

则 
=− 2FEG ϕsin ， 

所以  

∫∫
Σ

++ dSczbyaxf )( ∫∫ ++=
ππ

ϕϕϕθ
0

2222

0
sin)cos( dcbafd  

 9



          
∫− ++=

1

1
222 )(2 ducbaufπ 。 

11．设有一高度为 （ 为时间）的雪堆在溶化过程中，其侧面满足

方程（设长度单位为 cm，时间单位为 h） 
)(th t

)(
)(2)(

22

th
yxthz +

−= 。 

已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数 0.9）。问高度为

130cm的雪堆全部融化需多少时间？ 

解  雪堆的体积为  

)(
4)(

2)(
)(

)(2)()( 3
2
)(

0

2
2

0

22

thrdrr
th

thddxdy
th

yxthtV

th

D

πθ
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−= ∫∫∫∫ ， 

雪堆的侧面积为 

      2 2 2 2 21( ) 1 ( ) 16( )
( )x y

D D

S t z z dxdy h t x y dxdy
h t

′ ′= + + = + +∫∫ ∫∫  

         )(
12
1316)(

)(
1 2

2
)(

0

22
2

0

thrdrrthd
th

th

πθ
π

=+= ∫∫ 。 

由 9 ( )
10

dV S t
dt

= − ，得到
10
13)( −=′ th ，注意到 )(130)0( cmh = ，得到 

tth
10
13130)( −= 。 

因为当雪堆全部融化即 0)( =th 时，有 )(100 ht = ，所以雪堆全部融化需

100小时。 
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