
习  题  5.4  函数的 Taylor 公式及其应用 

 

⒈  求下列函数在 x = 0处的 Taylor公式（展开到指定的 次）： n

⑴ f x
x

( ) =
−
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, ; 4=n  ⑵ f x x( ) cos( )= + α , ; 4=n

⑶ f x x( ) sin= +2 , ; 3=n  ⑷ f x x( ) esin= , 4=n ; 

⑸ xxf tan)( = , ; 5=n  ⑹ f x x( ) ln(cos )= , ; n = 6
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⑼ f x x x x x( ) = − + − − +1 2 1 33 23 , n = 3. 

解（1） f x
x

( ) =
−
1

13
 

2 3 4
1 1 1 1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) (3 3 3 3
1 2 3 4

4 )x x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − + − + − + − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x  

2 3 41 4 28 2801 (
3 2 9 6 27 24 81

4 )x x x x= + + + + +
⋅ ⋅ ⋅

x

 2 3 41 2 14 351 (
3 9 81 243
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（2） f x x( ) cos( )= + α cos cos sin sinx xα α= −  

2 4 3
4 4(1 ( ))cos ( ( ))sin

2 24 6
x x xo x x o xα α= − + + − − +  
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（9） f x x x x x( ) = − + − − +1 2 1 33 23
11
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⒉  求下列函数在指定点处的 Taylor公式： 

⑴ f x x x( ) = − + −2 33 2 2 0, x 1=  ⑵ f x x( ) ln= ,  ; x = e0

⑶ f x x( ) ln= ;  x 1=0  ⑷ f x x( ) sin= , x0 6
=
π ; 

⑸ f x x( ) = , . x0 2=    
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（4） ，f x x( ) sin= ( )
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⒊  通过对展开式及其余项的分析，说明用 
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    比用 
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效果好得多的两个原因。 

解  利用第一个展开式计算时是用 1
3

x = 代入，利用第二个展开式计算

时是用 1x = 代入，显然第一个展开式的通项（或余项）趋于零的速度

快，而第二个展开式的通项（或余项）趋于零的速度相对较慢，所以

在指定精度的条件下，利用第一个展开式计算 的值比利用第二个

展开式计算量小，效果好。 

ln 2
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另外可以通过比较两者的误差来说明两种方法的优劣： 

由 

2 12
1

2 1
1 1

ln(1 ) ( 1)
(2 1)(1 )
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n
k
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+
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n
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+
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可知利用第一个展开式计算前 项之和，余项为 n
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, 其中 1 2,ξ ξ 位于 与0 x之间。 

取
1
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1 1 1 1( ) [1 ]13 (2 1)3 (2 1)2(1 )
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+
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而利用第二个展开式计算前 项之和，余项为 n

1

1

( 1)( )
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xr x
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+

+

−
=

+ +
, 其中ξ位于0与 x之间， 

取 1x = ，
 

1
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+
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。 

显然 1

1 1
( 1)2 (2 1)2nn n+ >
+ + 2n

π

，所以利用第一个展开式计算 的值比利用

第二个展开式误差小，精度高。 

ln 2

⒋  利用上题的讨论结果，不加计算，判别用哪个公式计算 的近似

值效果更好，为什么？ 
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    ⑵  
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解  两个计算 π的公式都是利用了 ar 的 Taylor公式，但第一个公ctan x
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式是用 代入，而第二个公式是用1x = 1
5

x = 与 1
239

x = 代入。由于
1
5
与

1
239

比 1小得多，因此第二个公式的通项（或余项）比第一个公式的通项

（或余项）趋于零的速度快得多，所以用第二个公式计算 的近似值

效果更好。 

π

⒌  利用 Taylor公式求近似值（精确到 ）： 410−

⑴ lg11; ⑵ e3 ; ⑶ sin o31 ; 

⑷ cos o89 ; ⑸ 2505 ; ⑹ ( . ) .11 1 2 . 

解（1） ln(10 ) 1lg(10 ) 1 ln(1 )
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x xx +
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1

1
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k
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1
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(ln10)10 ( 1)(1 )
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n ξ

+
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−
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x
之间。 
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1 1| (1) |
(ln10)10 ( 1)(1 ) (ln10)10 ( 1)nr n n nn nξ+ + += <

+ + +
，得到 ，

满足精度要求，所以 

6
4| (1) | 0.89 10r −< ×

2 3 4

1 1 1 1 1lg11 1 ( ) 1.04139
ln10 10 2 10 3 10 4 10

≈ + − + − ≈
⋅ ⋅ ⋅

。 

（2）
0

1 ( )
!

n
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n
k

e x r
k=

= +∑ x ，其中 1( )
( 1)!

n
n

er x x
n

ξ
+=

+
，ξ位于0与 之间。 x

令
1
3

x = ， ，4n =

1
3

5
4 5

1| ( ) | 0.27 10
3 5!3

er −≤ ≈ × ，满足精度要求，所以 

3 1 1 1 11 1.39561
3 2 9 6 27 24 81

e ≈ + + + + ≈
⋅ ⋅ ⋅

。 

（3） 2
2

1sin( ) sin( ) cos( ) sin( ) ( )
6 6 6 2 6

x x x r xπ π π π
+ = + − + ， 

其中
3

2 ( ) cos( )
3! 6
xr x π ξ= − + ，ξ位于 与 之间。 0 x

 125



由于
3

6
2 3| ( ) | 0.88 10

180 3!180
r π π −≤ ≈ × ，满足精度要求，所以 

21sin 31 sin( ) sin( ) cos( ) sin( )( ) 0.51504
6 180 6 6 180 2 6 180
π π π π π π π

= + = + − ≈ 。 

（4） 2sin ( )x x r x= + ，其中
3

2 ( ) cos
3!
xr x ξ= − ，ξ位于0与 之间。 x

由于 5
2| ( ) | 10

180
r π −≤ ，满足精度要求，所以 

    cos89 sin1 sin( )
180
π

= = 0.01745
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π

≈ ≈ 。 

（5）
1

25
2

1 4( ) 3(1 ) 3(1 ) ( )
5 25 2

f x x x x r= + = + − +
⋅

x ， 

其中 3
2 14

5

18( )
125(1 )

r x x
ξ

=
+

，ξ位于 与 之间。 0 x

由于 3
2

7 18 7| ( ) | ( ) 0.34 10
243 125 243

r 5−< ≈ × ，满足精度要求，所以 

1
57 7( ) 3(1 )

243 243
f = +

1 2
5

2

7 4 7250 3(1 ) 3.01708
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⋅
= ≈ + − ≈

⋅ ⋅ ⋅
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（6） 1.2 2 3
3

1.2 0.2 1.2 0.2 0.8( ) (1 ) 1 1.2 ( )
2 6

f x x x x x r x⋅ ⋅ ⋅
= + = + + − + ， 

其中 4
3 2.8

1.2 0.2 0.8 1.8( )
24(1 )

r x x
ξ

⋅ ⋅ ⋅
=

+
，ξ位于 与 之间。 0 x

由于 4
3| (0.1) | 0.0144(0.1) 0.144 10r 5−≤ = × ，满足精度要求，所以 

1.2 2 31.2 0.2 1.2 0.2 0.8(0.1) (1.1) 1 1.2 0.1 0.1 0.1 1.12117
2 6

f ⋅ ⋅ ⋅
= = + ⋅ + − ≈ 。 

⒍  利用函数的 Taylor公式求极限： 

⑴ lim
e sin ( )

x

x x x x
x→

− +
0 3

1 ; ⑵ )0(2lim 20
>

−+ −

+→
a

x
aa xx

x
; 

⑶ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→
x

xx
csc1lim

0
; ⑷ lim ( )

x
x x x x

→+∞
+ − −5 45 5 45 ; 

 126



⑸ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∞→ x
xx

x

11lnlim 2 ; ⑹ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ xxxx tan
111lim

0
; 

⑺ lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ + − −
3
2 1 1 2 ; ⑻ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+∞→
1e

2
lim 6

1
23 xxxx x

x
.

解（1）
2 3

3 2e sin (1 ) (1 )( ) ( ) ( )
2 6

x x xx x x x x o x x x− + = + + − + − +
3

3( )
3
x o x= + ， 

所以 

30

e sin (1 ) 1lim
3

x

x

x x x
x→

− +
= 。 

（2）
 

ln ln2 ( 1) ( 1)x x x a x aa a e e− −+ − = − + −

2 2
2 2 2 2ln ln(ln ( )) ( ln ( ))

2 2
a aa x x o x a x x o x= ⋅ + + + − ⋅ + + 2 2 2ln ( )a x o x= ⋅ + ， 

所以 

2
20

2lim ln
x x

x

a a a
x

−

→ +

+ −
= 。 

（3）由于 2sin ( )x x o x= + ，所以 

2

20 0 0

1 sin (lim csc lim lim 0
sinx x x

x x o xx
x x x x→ → →

−⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

)
= 。 

（4）令 1u
x

= ，由于 

1 1
2 2 2 25 5 1 2 1 2 2(1 ) (1 ) (1 ( )) (1 ( )) ( )

5 25 5 25 5
u u u u o u u u o u u o u+ − − = + − + − − − + = + 2 ， 

所以 

lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ − −5 45 5 45

1 1
5 5

0

(1 ) (1 ) 2lim
5u

u u
u→ +

+ − −
= = 。 

（5）令 1u
x

= ，由于
2

2ln(1 ) ( )
2
uu u o u+ = − + ，所以 
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2 2

2
2 20 0

1 ( )1 ln(1 ) 12lim ln 1 lim lim
2x u u

u o uu ux x
x u u→∞ → →

+⎡ ⎤ − +⎛ ⎞− + = = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
。 

（6）由于
3

3tan ( )
3
xx x o= + + x ，所以 

3
3

2 30 0 0

( )1 1 1 tan 13lim lim lim
tan tan 3x x x

x o xx x
x x x x x x→ → →

+−⎛ ⎞− = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（7）令 1u
x

= ，由于 

1 1 2 ( 1 1) ( 1u u u u+ + − − = + − + − −1)

 
2 2

2 2( ( )) ( ( ))
2 8 2 8 4
u u u u uo u o u o u= − + + − − + = − +

2
2( )， 

所以 

lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ + − −
3
2 1 1 2 20

1 1 2lim
4u

u u
u→ +

+ + − − 1
= = − 。 

（8）令 1u
x

= ，由于 

2 2 3 2
6 3(1 ) 1 (1 )(1 ) 1 ( ) ( )

2 2 6 2
u u u u ue u u u u o u o u− + − − = + + + − + − + = +

3
3

6
u

， 

所以 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+∞→
1e

2
lim 6

1
23 xxxx x

x

2
6

30

(1 ) 1 12lim
6

u

u

ue u u

u→ +

− + − −
= = 。 

7． 利用 Taylor公式证明不等式： 

（1）
32

)1ln(
2

322 xxxxxx +−≤+≤− ， ； 0>x

（2） 2

2
)1(1)1( xxx −

++<+
αααα ，   0,21 ><< xα 。 

证（1）利用带 Lagrange余项的 Taylor公式， 

2 3 2

3ln(1 ) , 0
2 3(1 ) 2
x x xx x x ξ

ξ
+ = − + > − < <

+
x， 
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2 3 4 2 3

4ln(1 ) , 0
2 3 4(1 ) 2 3
x x x x xx x x ξ

ξ
+ = − + − < − + < <

+
x。 

（2） 2 3
3

( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1
2 6(1 )

x x x xα
α

α α α α αα
ξ −

− − −
+ = + + +

+
。 ，0 xξ< <

2由于1 α< < ，所以 ( 1)( 2) 0α α α− − < ，从而 Lagrange余项 3
3

( 1)( 2)
6(1 )

xα

α α α
ξ −

− −
+

小于零，于是得到 

2

2
)1(1)1( xxx −

++<+
αααα 。 

8．判断下列函数所表示的曲线是否存在渐近线，若存在的话求出渐

近线方程： 

⑴ y
x

x
=

+

2

1
;  ⑵ y

x
x

=
+
2

1 2
; 

⑶ 386 2 +−= xxy ;  ⑷ y x x= +( ) e2
1

; 

⑸ y
x x

=
+ −e e
2

;  ⑹ y
x
x

=
+
−

ln
1
1

; 

⑺ xxy cotarc+= ;  ⑻ y x x= − +( )( )2 1 23 ; 

⑼ y
x
x

=
−
+

arc cos
1
1

2

2
;  ⑽ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

− 22
1

5 1cos xe
x

xy ; 

(11) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= 3 233

1
2 xxxexy x ;  (12) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= xxxexy x 22

1
2 . 

解 （1）由于
2

1
lim

1x

x
x→−
= ∞

+
，所以 1x = − 是垂直渐近线；由于 

2

lim lim 1
(1 )x x

y xa
x x x→∞ →∞

= =
+

= ，
2 2

lim lim 1
1 1x x

x xb ax x
x x→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

所以斜渐近线为 1y x= − 。 

（2）由于 2

2lim 0
1x

x
x→∞

=
+

，所以 0y = 是水平渐近线。 

（3）解法一：由于 
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26 8 3lim 6
x

x x
x→+∞

− +
= ， 

2lim ( 6 8 3 6 )
x

x x x
→+∞

− + − =
2

8 3 2 6lim
36 8 3 6x

x
x x x→+∞

− +
= −

− + +
， 

所以当 x →+∞时，渐近线为
2 66

3
y x= − ； 

由于 

26 8 3lim 6
x

x x
x→−∞

− +
= − ， 

2lim ( 6 8 3 6 )
x

x x x
→−∞

− + + =
2

8 3 2 6lim
36 8 3 6x

x
x x x→−∞

− +
=

− + −
， 

所以当 时，渐近线为x →−∞ 2 66
3

y x= − + 。 

解法二： 

26 8 3x x ax b− + − −
2 2

2

6 8 3 ( )
6 8 3

x x ax b
x x ax b
− + − +

=
− + + +

2 2 2

2

(6 ) (8 2 ) 3
6 8 3

a x ab x b
x x ax b

− − + + −
=

− + + +
， 

由 ，解得lim( ) 0
x

y ax b
→∞

− − =
46,a b
a

= ± = − 。所以当 x →+∞时，渐近线为

2 66
3

y x= − ，当 时，渐近线为x →−∞ 2 66
3

y x= − + 。 

（4）由于
1

0
lim (2 ) x
x

x e
→ +

+ = +∞，所以 0x = 是垂直渐近线；令 1u
x

= ，由  

1

0

(2 1)elim[(2 ) ] lim
u

x
x u

u a bux e ax b
u→∞ →

+ − −
+ − − =

0

(1 ) (3 ) ( )lim 0
u

a b u o u
u→

− + − +
= = ， 

解得 ，所以斜渐近线为1, 3a b= = 3y x= + 。 

（5）由于 lim lim
2

x x

x x

y e e
x x

−

→∞ →∞

+
= = ∞，所以曲线无渐近线。 

（6）函数定义域为 ，且( 1,1)−
1

1lim ln
1x

x
x→ −

+
= +∞

−
，

1

1lim ln
1x

x
x→− +

+
= −∞

−
，所以

为两条垂直渐近线。 

1x = ±
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（7）由于 

lim ( ) lim arccot 0
x x

y x x
→+∞ →+∞

− = = ， 

所以当 x →+∞时，渐近线为 y x= ； 

由于 

lim ( ) lim arccot
x x

y x x π
→−∞ →−∞

− = = ， 

所以当 时，渐近线为x →−∞ y x π= + 。 

（8）令 1u
x

= ， 

1 2
3 3

23
0

(1 2 ) (1 )lim[ ( 2)( 1) ] lim
x u

u u a bx x ax b
u→∞ →

u− + − −
− + − − =  

0 0

2 2(1 )(1 ) ( ) 1 (3 3lim lim 0
u u

u u a bu o u a bu o u
u u→ →

− + − − + − − +
= =

)
= ， 

解出 ，所以曲线有渐近线1, 0a b= = y x= 。 

（9）由于 

2

2

1lim arccos arccos( 1)
1x

x
x

π
→∞

−
= − =

+
， 

所以曲线有水平渐近线 y π= 。 

（10）令 1u
x

= ， 

2
1

5 21lim cos x
x

x e ax b
x

−

→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2

4 52

50

coslim

u

u

u e au bu
u

−

→

− − −  

2 4 2 4
4 5 5

50

(1 ) (1 ) ( )
2 24 2 2 4lim 0

u

u u u u au bu o u

u→

− + − − + − − +
⋅= = ， 

解出
1 ,

12
a b= − = 0，所以曲线有渐近线 1

12
y x= − 。 

（11）由于 

1
32 3 23

0
lim x
x

x xe x x
→ +

⎛ ⎞
− + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∞， 
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所以 是一条垂直渐近线。 0x =

令
1u
x

= ， 
1

1 2 33 3
32 3 23

30

(1 )lim lim

u

x
x u

e u au bux xe x x ax b
u→∞ →

⎡ ⎤⎛ ⎞ − + − −
− + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

2 3 2 3
2 3

30

2 10(1 ) (1 ) ( )
3 2 9 6 27 3 2 9 6 27lim

u

u u u u u u au bu o u

u→

+ + + − + − + − − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

3

 2 3

30

1 1( ) ( ) ( )
6 18lim 0

u

a u b u o u

u→

− + − − +
= =

3

， 

解出
1 ,
6 1

a b= = −
1
8
，所以斜渐近线为

1 1
6 1

y x
8

= − 。 

（12）由于 

1
2 22

0
lim x
x

x xe x x
→ +

⎛ ⎞
− + = +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

所以 是一条垂直渐近线。 0x =

令
1u
x

= ， 

1
2 22lim x

x
x xe x x ax b

→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞
− + − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 32

30

1lim

u

u

e u au b
u→ +

− + − −
=

u  

2 3 2 3
2 3 3

30

3(1 ) (1 ) ( )
2 2 4 6 8 2 2 4 6 8lim

u

u u u u u u au bu o u

u→ +

+ + + − + − + − − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

 2 3 3

30

1 1( ) ( ) ( )
4 24lim 0

u

a u b u o u

u→ +

− − + +
= = ， 

解出
1 ,
4 2

a b= = −
1
4
，所以当 x →+∞时，渐近线为

1 1
4 2

y x= −
4
。 

由于 

1 2
2 2

2lim lim x
x x

y xx e
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

x
= ∞

x →−∞

， 

所以当 时，没有渐近线。 

9． ⑴ 设0
21< <x
π
， x xn n+ =1 sin （n = 1 2, , ），证明： 
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          (i) lim
n

；              (ii)nx
→∞

= 0 x
n

nn
2 3

~ ( → ∞)

1 n n+

。 

    ⑵  设 ，y 0> y y= +1 1ln( )（n = 1 2, , ），证明： 

          (i) lim
n

；              (ii)ny
→∞

= 0 y
n

nn ~ (
2

→ ∞)。 

证（1）易知数列{ }nx 单调减少且有下界。设其极限为 ，对  a x xn n+ =1 sin

两端取极限，有 sin (0 )
2

a a a π
= ≤ < ，所以 0a = ，即 。 lim

n nx
→∞

= 0

利用 Stolz定理， 

2 2 2

)
1
n 1

( 1lim lim1 1n n

n n

n n n

x x x
→∞ →∞

−

− −
=

−

2 2 4
1 1 1

2 2
2 2 4 41 1

1 1 1 1

sinlim lim 31sin [ (
3

n n n

n n
n n

n n n n

x x x
x x x x x o x

− − −

→∞ →∞
− −

− − − −

= =
− − − + )]

= ， 

所以 

x
n

nn
2 3

~ ( → ∞)

y

。 

（2）易知数列{ 单调减少且有下界。设其极限为b，对

两端取极限，有 ，所以

}ny y yn n+ = +1 1ln( )

1ln(1 ) (0 )b b b= + ≤ < 0b = ，即 。 lim
n ny
→∞

= 0

利用 Stolz定理， 

1

( 1)lim lim1 1 1
ny

n n

n n

n n n

y y
→∞ →∞

−

− −
=

−

2
1 1 1

2 21 1
1 1 1 1

ln(1 )lim lim 2,1ln(1 ) [ (
2

n n n

n n
n n

n n n n

y y y
y y y y y o y

− − −

→∞ →∞
− −

− − − −

+
= =

− + − − + )]
=  

所以 

y
n

nn ~ (
2

→ ∞)。 

10．设函数 在 上二阶可导，且满足)(xf ]1,0[ 1|)(| ≤′′ xf ， 在区间

内取到最大值

)(xf )1,0(

4
1
。证明： 1|)1(||)0(| ≤+ ff 。 

证  设 为函数的最大值点，则0 (0,1)x ∈ 0
1( )
4

f x = ， 0'( ) 0f x = 。以 0, 1x x= =

代入 在点)(xf 0x 的带 Lagrange余项的 Taylor公式 

2
0 0 0 0 )1(0) ( ) '( )(0 ) ''( )(0

2
f f x f x x f xξ= + − + − 2

0 0
1 1 ''( ) , (0, )
4 2

f x xξ ξ= + ∈ ， 

2
0 0 0 0 )1(1) ( ) '( )(1 ) ''( )(1

2
f f x f x x f xη= + − + − 2

0 0
1 1 ''( )(1 ) , ( ,1)
4 2

f x xη η= + − ∈ ， 

得到 

2 2
0 0

1 1 1 1(0) (1) [ (1 ) ] 1
2 2 2 2

f f x x+ ≤ + + − ≤ + = 。 
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11．设 在 上二阶可导，且在 上成立 )(xf ]1,0[ ]1,0[

1|)(| ≤xf ， 2|)(| ≤′′ xf 。 

   证明在 上成立]1,0[ 3|)(| ≤′ xf 。 

证  利用例 5.4.13，由于 1, 2A B= = ，所以在 上成立 ]1,0[
1| ( ) | 2 3
2

f x A B′ ≤ + = 。 

12．设函数 在 上二阶可导，且)(xf ]1,0[ 0)1()0( == ff ， 。

证明： 

1)(min
10

−=
≤≤

xf
x

8)(max
10

≥′′
≤≤

xf
x

。 

证  设 为函数的最小值点，则0 (0,1)x ∈ 0( ) 1f x = − ， 0'( ) 0f x = 。以 0, 1x x= =

代入 在点)(xf 0x 的带 Lagrange余项的 Taylor公式 

2
0 0 0 0 )1(0) ( ) '( )(0 ) ''( )(0

2
f f x f x x f xξ= + − + − 2

0 0
11 ''( ) 0, (0, )
2

f x xξ ξ= − + = ∈ ， 

2
0 0 0 0 )1(1) ( ) '( )(1 ) ''( )(1

2
f f x f x x f xη= + − + − 2

0 0
11 ''( )(1 ) 0, ( ,1)
2

f x xη η= − + − = ∈ ， 

得到 

2 2
0 0

1 1''( ) ''( )(1 ) 1
2 2

f x f xξ η= − = 。 

当 0
1
2

x ≤ 时， 2
0

2''( ) 8f
x

ξ = ≥ ；当 0
1
2

x > 时， 2
0

2''( ) 8
(1 )

f
x

η = >
−

。所以 

8)(max
10

≥′′
≤≤

xf
x

。 

13．设 在 上二阶可导，)(xf ],[ ba 0)()( == bfaf ，证明 

|)(|max)(
8
1|)(|max 2 xfabxf

bxabxa
′′−≤

≤≤≤≤
。 

证  设 )(max)( 0 xfxf
bxa ≤≤

= ，若 ax =0 或b，则结论自然成立。设 ，

以 和 代入 在点 的带 Lagrange余项的 Taylor公式 

bxa << 0

ax = bx = )(xf 0x

2
0 0 0 0

1( ) ( ) '( )( ) ''( )( )
2

f a f x f x a x f a xξ= + − + − 0( , )a x ， ξ ∈
 

2
0 0 0 0

1( ) ( ) '( )( ) ''( )( )
2

f b f x f x b x f b xη= + − + − 0( , )， x bη∈
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将 ， 代入上面两式，得到 0)()( == bfaf 0'( ) 0f x =

2 2
0 0 0 0

1 1| ( ) | ( ) max | ( ) |, | ( ) | ( ) max | ( ) |
2 2a x b a x b

f x a x f x f x b x f
≤ ≤ ≤ ≤

x′′ ′≤ − ≤ − ′ 。 

当 0 ( , )
2

a bx a +
∈ 时， 2 2

0
1( ) (
4

a x b a− < − ) ； 

当 0 [ ,
2

a b )x b+
∈ 时， 2 2

0
1( ) (
4

b x b a− ≤ − ) 。 

综合上述两种情况，得到 

2
0

1( ) max | ( ) | ( ) max | ( ) |
8a x b a x b

f x f x b a f
≤ ≤ ≤ ≤

x′′= ≤ − 。 
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