
习  题  4.5  高阶导数和高阶微分 

 

⒈  求下列函数的高阶导数： 

⑴ y x x x= + − +3 22 1,  求 ′′′y ；  ⑵ y x x= 4 ln ，求 ′′y ； 

⑶ y
x

x
=

+

2

1
，求 ； ′′y  ⑷ y

x
x

=
ln

2
，求 ′′y ； 

⑸ y = sin 3x ，求 、′′y ′′′y ；  ⑹ y x x= 3 cos ，求 、 ；′′y ′′′y

⑺ y x x= 2 3e ，求 ； ′′′y  ⑻ y xx= −e arcsin2 ′′y，求 ； 

⑼ y x x= 3 2cos ，求 ； y ( )80  ⑽ y x x= +( )s2 12 h ，求 . y ( )99

解 （1） ,46'',143' 2 +=−+= xyxxy 6''' =y 。 

（2） ， 。 33 ln4' xxxy += 22222 7ln1234ln12" xxxxxxxy +=++=

（3）
2

2

3
2

12 1
4 32 1'

1 2(1 )

x x x
x xxy

x x

+ −
++= =

+
+

， 

3 1
22 2 2

53
2

3(4 6 )(1 ) (4 3 )(1 ) 3 82"
2(1 ) 4(1 )

x x x x x x xy
x x

+ + − + + 8+ +
= =

+
+

。 

（4） 3
321 ln21ln2'

x
xxxxxy −

=⋅−⋅= −−− ， 

4
431 5ln6)ln21(32"

x
xxxxxy −

=−−−= −−− 。 

（5） ， 3223 cos3)3(cos' xxxxy =⋅=

3432323 sin9cos6)3)(sin(3cos6" xxxxxxxxxy −=−+= ， 

3 3 2 3 3 4 3''' 6cos 6 sin (3 ) 36 sin 9 cos (3 )y x x x x x x x x= − ⋅ − − ⋅ 2x

3
 

3 3 654 sin (27 6)cosx x x= − − − x 。 

（6） xxxx
x

xxxxy sin
2
1cos3)

2
1)(sin(cos3' 2

5
232 −=−+= ， 
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3 5
2 2 21 5 1 1" 6 cos 3 ( sin ) sin (cos )

4 22 2
y x x x x x x x x

x x
= + − − −  

3
2 21 11(6 )cos sin

4 4
x x x x= − − x，

 1 32
2 21 33 11 1''' (6 ) cos (6 )( sin ) sin cos

2 4 8 42 2
x xy x x x x x x x

x x
= − + − − − −  

3 1
2 215 1 57(6 )cos ( )sin

8 8 8
x x x x= − + − x。 

（7） ， xxx exxxexxey 32323 )32()'3(2' +=+=

xxx exxxexxexy 32323 )2129()'3()32()62('' ++=+++= ， 

xxx exxxexxexy 32323 )185427()'3()2129()1218(''' ++=++++= 。 

（8） 222

)
1

1arcsin2()'(arcsinarcsin)'('
2

2 xxx e
x

xxxexexy −−−

−
+−=+−= ， 

;
)1(

)34(arcsin)12(2

)1(

)2()
2
1(

1
2arcsin2)

1
1arcsin2)(2(

)'
1

1arcsin2()
1

1arcsin2()'("

2

22

22

2
3

2

2
2

2
3

2
22

22

2

x

xx

xx

e
x

xxxx

e
x

x
x

xxe
x

xxx

e
x

xxe
x

xxxy

−

−−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
+−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−+

−
−−+

−
+−−=

−
+−+

−
+−−=

（9）  (80) 3 (80) 1 2 (79) 2 (78) 3 (77)
80 80 80cos 2 3 cos 2 6 cos 2 6cos 2y x x C x x C x x C x= + + +

80 3 79 2 78 772 cos 2 80 2 3 sin 2 3160 2 6 cos 2 82160 2 6sin 2x x x x x x= + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ x        

80 2 22 ( 4740) cos 2 (120 61620)sin 2x x x x⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦x

x

。 

（10）  (99) 2 (99) 1 (98) 2 (97)
99 99(2 1)sh 4 sh 4shy x x C x x C= + + +

2(2 1)ch 99 4 sh 4851 4ch x x x x= + + ⋅ + ⋅ x  

2(2 19405)ch 396 shx x x= + + x。 

⒉  求下列函数的 阶导数 ： n ( )ny
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⑴ y x= sin 2 ω ；  ⑵ y xx= 2 ln ； 

⑶ y
x

x

=
e ；  ⑷ y

x x
=

− +
1
5 62

； 

⑸ y e xx= α βcos ；  ⑹ y x x= +sin cos4 4 . 

解 （1） )
2

2cos(2)2cos1(
2
1 1)()( πωωω +−=−= − nxxy nnnn  

1 12 sin(2
2

n n nx )ω ω π− −
= + 。 

（2） ( ) ( ) ( )

0
(2 ) (ln )

n
n k x n k kxn

k
y C −

=

= ∑
( 1)

1

1ln 2 2 ln 2 ln 2
kn

n x k x n k
n

k

x C
x

−
−

=

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

1

1

( 1) ( 1)!2 ln 2 ln ln 2
kn

x n k n k
n k

k

kx C
x

−
−

=

⎡ ⎤− −
= ⋅ + ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ 。 

（3） ∑∑
=

+
=

− −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

k
k

k
xk

n

n

k

k
knxk

n
n

x
keC

x
eCy

0
1

0

)(
)()( !)1(1)( 1

0

!)1(
+

=

−
= ∑ k

kn

k

k
n

x

x
kCe 。 

（4）由于
2

1
3

1
−

−
−

=
xx

y ， 

( ) ( )
( ) 1 1

3 2

n n
ny

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1 1

1 1( 1) !
( 3) ( 2)

n
n nn

x x+ +

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 
0

1 1 1
0

( 2) ( 3)
1( 1) ! ( 1) !

( 3) ( 2) ( 2) ( 3)

n
k n k

n
n nk

n n n k
k

x x
n n

x x x x

−

=
+ + − +

=

− −
= − = −

− − − −

∑
∑ 1k+ 。 

（5） [ ] )(

0

)()( )cos()( k
n

k

knxk
n

n xeCy βα∑
=

−=
0

cos( )
2

n
x k n k k

n
k

ke C xα πα β β−

=

= +∑ 。 

（6）  xxxxy 22222 cossin2)cos(sin −+=

211 sin 2
2

x= −
1 31 (1 cos 4 )
4 4

cos 4
4

xx= − − = + ， 

所以 

( ) 14 cos(4 )
2

n n ny x π−= + 。 

⒊ 研究函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

≥
=

0,
,0,

)(
2

2

xx
xx

xf  
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的各阶导数。 

解 当 时， ；当0>x xxf 2)(' = 0<x 时， xxf 2)(' −= 。由 

2

0 0

( ) (0) ( ) 0(0) lim lim 0
x x

f x f xf
x x+ ∆ → + ∆ → +

∆ − ∆ −′ = =
∆ ∆

= ， 

2

0 0

( ) (0) ( ) 0(0) lim lim 0
x x

f x f xf
x x− ∆ → − ∆ → −

∆ − − ∆ −′ = =
∆ ∆

= ， 

可知 。 ||2)(' xxf =

由此得到

2, 0,
''( ) 2, 0,

0

x
f x x

x

>⎧
⎪= − <⎨
⎪ =⎩不存在， 。

 

于是当 时，2>n ( ) 0, 0,
( )

0
n x

f x
x
≠⎧

= ⎨
=⎩不存在， 。

 

4．设 任意次可微，求 f x( )

⑴ [ ( )]f x 2 ′′′；  ⑵
1f
x

′′′⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

；  

⑶ [ (ln )]f x ′′；  ⑷ [ln ( )]f x ′′； 

⑸ [ ( )]f e x− ′′′；  ⑹ ])tan(arc[ ′′xf . 

解 （1） ， )('2)')((')]'([ 2222 xxfxxfxf ==

)('2)(''4)(')'2()')((''2')]'([ 2222222 xfxfxxfxxxxfxf +=+= ， 

2 2 2 2 2 2 2 2 3 2[ ( )]''' 4 '''( )( ) ' (4 ) ' ''( ) 2 ''( )( ) ' 8 '''( ) 12 ''( )2f x x f x x x f x f x x x f x xf x= + + = + 。 

（2）
'

2

1 1 1 1' 'f f f 1
x x x x x

′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
， 

' '

2 2 4 3

1 1 1 1 1 1 1 1 2'' ' '' 'f f f f 1f
x x x x x x x x x

′′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ x
， 

6 5 5 4

1 1 1 4 1 2 1 6 1f f f f f
x x x x x x x x

′′′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′ ′′ ′= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ x  
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2
6

1 1 1 16 6f xf x f
x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′ ′= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦x
。 

（3） ( ) ( )
x

xfxxfxf ln')'(lnln')]'(ln[ == , 

( ) ( ) ( ) ( )
22

ln'ln'')'(ln')'(lnln''')]'(ln[
x

xfxf
x

xxfxxxfxf −
=

−⋅
= 。 

（4）
)(
)(')]'([ln

xf
xfxf = , 

( )
)(

)(')()(''')]'([ln 2

2

xf
xfxfxfxf −

= 。 

（5）  )(')')((')]'([ xxxxx efeeefef −−−−− −==

2[ ( )]'' ''( )( ) ' ( ) ' '( ) ''( ) '( )x x x x x x x x x xf e e f e e e f e e f e e f e− − − − − − − − −= − − = + −

x

, 

2 2[ ( )]''' '''( )( ) ' ( ) ' ''( ) ''( )( ) ' ( ) ' '( )x x x x x x x x x xf e e f e e e f e e f e e e f e− − − − − − − − − −= + + + −

x  3 2'''( ) 3 ''( ) '( )x x x x xe f e e f e e f e− − − − − −= − − − 。 

（6） 2

'(arctan )[ (arctan )]' '(arctan )(arctan ) '
1

f xf x f x x
x

= =
+

, 

2 2

2 2

(1 ) ''(arctan )(arctan ) ' (1 ) ' '(arctan )[ (arctan )]''
(1 )

x f x x x ff x
x

+ − +
=

+
x  

2 2

''(arctan ) 2 '(arctan )
(1 )

f x xf x
x

−
=

+
。 

5．利用 Leibniz公式计算 ： ( ) (0)ny

⑴ xy tanarc= ； 

⑵ y x= arc sin 。 

解（1）由 222 )1(
2'',

1
1'

x
xy

x
y

+
−=

+
= ，令 0x = ，可得 0)0('',1)0(' == yy 。在

等式 两边对 求 阶导数（ ），得到 1)1(' 2 =+ xy x n 1n >

∑
=

+− =+
n

k

kknk
n xyC

0

)(2)1( 0)1( ， 

注意到 ，上式简化为 0'')'1( 2 =+ x

 87



( 1) 2 ( ) ( 1)( 1)(1 ) 2 2 0
2

n n nn ny x ny x y+ −−
+ + ⋅ + ⋅ = ， 

以  代入，得到递推公式 0=x

)0()1()0( )1()1( −+ −−= nn ynny ， 

从而得到 
1

2( ) ( 1) ( 1)!, ;(0)
0,

n

n n ny
n

−⎧⎪ − −= ⎨
⎪⎩

为奇数

为偶数。
 

（2）由
1 3 3

2 2 2 22 2 2
2

1 '' (1 ) , '' ( )(1 ) (1 ) ' (1 )
2 1

xyy x y x x x x
x

− − −
= − = − − − = − =

−
， 令 ， 0=x

可得 ，且 。 在等式 两边对

求 阶导数（ ），得到 

0)0('',1)0(' == yy '')1(' 2 yxxy −= '')1(' 2 yxxy −= x

n 1n ≥

∑∑
=

+−

=

+− −=
n

k

kknk
n

n

k

kknk
n xyCxyC

0

)(2)2(

0

)()1( )1()( ， 

即 

)()1()(2)2()()1( )1(2)1( nnknnn ynnxnyxynyxy −−−−=+ +++
 

( 1) ( ) ( 2) 2 ( 1) ( )(1 ) 2 ( 1)n n n n nxy ny y x xny n n y+ + ++ = − − − − ， 

以 代入，得到递推公式 0=x

)0()0( )(2)2( nn yny =+ ， 

从而得到 

                  
2

( ) [( 2)!!]
(0)

0
n n n

y
n

⎧ −
= ⎨
⎩

， 为奇数；

， 为偶数。

6． 对下列隐函数求
2

2

d y
dx
： 

⑴ e x yx y2 2 0+ − = ;  ⑵ 0)tan( =−+ xyyx ; 

⑶ 2 0y x x ysin ln+ = ;  ⑷ 3 3 3 0x y axy+ − = . 

解 （1）在等式两边对 求导，有 x
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0'2)'2()'()'( 222 22

=−−+=−+ ++ yxxyyxeyxyxe yxyx ， 

再对 求导，得到 x

) '

=

2 22 2( ) '(2 ') (2 ') ' (2 'x y x ye x y x y e x y xy x y+ ++ + + + − +
 

2 22 2(2 ') (2 '') 2 4 ' '' 0x y x ye x y e y y xy x y+ += + + + − − − ， 

从而解出 

2

22

2

2
])'('442[2'4''

xe

yxyxeyxyy
yx

yx

−

+++−+
=

+

+

， 

其中
22

2
)(2'

xe

eyxy
yx

yx

−

−
=

+

+

。 

  （2）在等式两边对 求导，有 x

x

0')'1)((sec)'()')((sec 22 =−−++=−++ xyyyyxxyyxyx ， 

再对 求导，得到 

2 22sec ( ) tan( )( ) '(1 ') sec ( )(1 ') ' ' ( ') 'x y x y x y y x y y y xy+ + + + + + + − −
 

2 2 22sec ( ) tan( )(1 ') sec ( ) '' 2 ' ''x y x y y x y y y xy= + + + + + − − 0= ， 

从而解出 

)(sec
'2)'1)(tan()sec(2'' 2

2

yxx
yyyxyxy

+−
−+++

= ， 

其中
)(sec

)(sec' 2

2

yxx
yyxy

+−
−+

= 。 

（3）在等式两边对 求导，有 x

0'lncos2sin'2 =⋅+++ y
y
xyxyxy ， 

再对 求导，得到 x

0'')'('2sin2cos'4sin''2 2
2 =⋅+⋅−+−+ y

y
xy

y
x

y
yxyxyxy ， 
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从而解出 

xyxy
yxyyxyyxyy

sin2
)'('2cos'4sin2'' 2

223

+
+−−

= ， 

其中
xyx

yyxyy
sin2

lncos2'
2

+
+

−= 。 

 （4）在等式两边对 求导，有 x

x

0'33'33 22 =−−+ axyayyyx ， 

再对 求导，得到 

0''3'6''3)'(66 22 =−−++ axyayyyyyx ， 

从而解出 

2

2 '2)'(22''
yax

ayyyxy
−

−+
= ， 

其中
axy
xayy

−
−

= 2

2
' 。 

7． 对下列参数形式的函数求 d y
dx

2

2
： 

⑴
x at
y bt
=
=

⎧
⎨
⎩

2

3

,
,
  ⑵

x at t
y at t
=
=

⎧
⎨
⎩

cos ,
sin ,

 

⑶
x t t
y t t
= −
=

⎧
⎨
⎩

( sin )
cos ,
1 ,   ⑷

x a
y b

t

t

=
=

⎧
⎨
⎩

−e ,
e ,

 

⑸
x t
y t
= +
= −

⎧
⎨
⎩

1
1

,
,
  ⑹

⎩
⎨
⎧

=
=

.cos
,sin

bty
atx  

解 （1）
ta

b
at

abtatbt
at

atbtatbt
dx

yd
23

2

32

2323

2

2

4
3

)2(
)2)(3()2)(6(

])'[(
')'()'()'(')'(

=
−

=
−

= 。 

（2）
2

2 3

( sin ) ''( cos ) ' ( sin ) '( cos ) ''
[( cos ) ']

d y at t at t at t at t
dx at t

−
=  
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3 3

2 2 2 2

3 3

(2 cos sin )( cos sin ) ( sin cos )(2 sin cos
(cos sin )

( 2)(sin cos ) 2
(cos sin ) (cos sin )

a t at t a t at t a t at t a t at t
a t t t

t t t t
a t t t a t t t

)− − + + +
=

−

+ + +
= =

− −
。

 

（3） 
2

2 3

( cos ) ''[( (1 sin )]' ( cos ) '[ (1 sin )]''
[ (1 sin )]'

d y t t t t t t t t
dx t t

− − −
=

−
 

3

2

3

( 2sin cos )(1 sin cos ) (cos sin )( 2cos sin )
(1 sin cos )

2 2sin cos
(1 sin cos )

t t t t t t t t t t t t
t t t

t t t t
t t t

− − − − − − − +
=

− −

+ − −
=

− −
。

 

（4）
2

2 3

( ) ''( ) ' ( ) '( ) ''
[( ) ']

t t t t

t

d y be ae be ae
dx ae

− −

−

−
= 3

2 3 2

2t t t t
t

t

be e be e b e
a e a

− −

−

− −
= =

−
。 

（5）
2

2 3

( 1 ) ''( 1 ) ' ( 1 ) '( 1 ) ''
[( 1 ) ']

d y t t t t
dx t

− + − − +
=

+
 

3
3 2

3 3

1 1 (2 1 ) 2(1 )
4( 1 ) (2 1 ) 2( 1 )[4( 1 ) ]

t t
t t t t

−⎡ ⎤−
= − + =⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
− − 。 

（6）
2

2 '3

(cos ) ''(sin ) ' (cos ) '(sin ) ''
(sin )

d y bt at bt at
dx at

−
=  

2 3

( sin sin cos cos )
cos

b a at bt b at bt
a at

− −
= 2 3

( sin sin cos cos )
cos

b a at bt b at bt
a at

+
= − 。 

8． 利用反函数的求导公式 dx
dy y

=
′

1 ，证明 

⑴ 32

2

)'(
''

y
y

dy
xd

−= ;  ⑵
d x
dy

y y y
y

3

3

2

5

3
=

′′ − ′ ′′′
′

( )
( )

. 

证 （1）
2

2

1( ) ( )
'

d x d dx d
dy dy dy dy y

= =  

2 2 2

1 ' 1 ' '' 1 ''
( ') ( ') ( ') ' ( ')

dy dy dx y y
y dy y dx dy y y y

= − = − = − ⋅ = − 。3  

（2）
( )

3 2

33 2

''( ) [ ]
'

d x d d x d y
dy dy dy dy y

= = − 3 4

1 '' ''3
( ') ( ')

dy y dy
y dy y dy

= − +
'

 

2 2

3 4 3 4

1 '' '' ' ''' 1 3( '') 1 3( '') ' '''3
( ') ( ') ( ') ' ( ') ' ( ')

dy dx y dy dx y y y y y
y dx dy y dx dy y y y y y

−
= − + = − ⋅ + ⋅ = 。5  
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9． 求下列函数的高阶微分： 

⑴ ,tan3 xxy −=  求 ； d y2  ⑵ y x x= −4 e ，求 ； d y4

⑶ y
x

x
=

+1 2
，求 ； d y2  ⑷ y

x
x

=
−

sec
2 1
，求 ； d y2

⑸ y x x= sin 3 ，求 ； d y3  ⑹ y x x= ，求 ； d y2

⑺ y
x

x
=

ln ，求 d ； yn  ⑻ y x xn= cos 2 ，求 . d yn

解 （1）
2

231 ( tan ) (1 sec )
3

dy x x x dx
−

= − −
2

231 ( tan ) tan
3

x x x
−

= − − dx， 

5 2
2 2 23 32 1[ ( tan ) (1 sec ) ( tan ) (2 tan sec )]

9 3
d y x x x x x x x dx

− −
= − − − − − 2 2

 

4 2
2

5
3

2 tan 6sec tan ( tan )

9(tan )

x x x x x dx
x x

+ −
=

−
。 

（2）
4

4 4 ( ) (4 ) 4
4

0
[ ( ) ( ) ]k k x k

k
d y C x e dx− −

=

= ∑
4

4 4
4

0

4! ( 1)
(4 )!

k k k

k
C x e

k
− − −

=

= −
−∑ 4xdx  

4234 )24967216( dxexxxx x−+−+−= 。 

（3） dx
xx

dx
x

xxx
xdy

222

2

2

1

1
11)2(

12
1

+
−=

⋅+−⋅⋅
+= ， 

2
2 2

3 33 2
2 2 3 22 2

2 2 3 2[ ]
1 2 (1 ) (1 )

x xd y dx dx
x x x x x x

+
= + =

+ + +

2。 

（4）
2

1 3 3
2 2 22 2 2

tan sec 1 sec (2 ) sec [( 1) tan ][ ]
2( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x xdy dx dx
x x x

⋅ −
= − ⋅ =

− − −

−
， 

2 2
2

3
2 2

sec tan [( 1) tan ] sec [2 tan ( 1)sec 1]

( 1)

x x x x x x x x x xd y
x

⎧
− − + + − −⎪= ⎨

⎪ −⎩

2

 

2
2

5
2 2

3 sec [( 1) tan ] (2 )
2 ( 1)

x x x x x dx
x

⎫
− − ⋅ ⎪− ⋅ ⎬

⎪− ⎭
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2 2 2 2 2
2

5
2 2

sec [( 1) (1 2 tan ) 2 ( 1) tan 2 1]

( 1)

x x x x x x x dx
x

− + − − + +
=

−
。 

（5） 3 3 327(sin 3 cos3 )[ (sin 3 ) ''' 3 '(sin 3 ) '']d y x x x x dx= + x x x d= − + x 。 

（6） ， dxxxdxxededy xxxxx )ln1()ln1(lnln +=+==

2 2 21[( ) '(1 ln ) (1 ln ) '] [(1 ln ) ]x x xd y x x x x dx x x dx
x

= + + + = + + 。 

（7） n
n

k

knkk
n

n dx
x

xCyd ∑
=

−=
0

)()( )1()(ln  

1
1 1

1

( 1) ! ! ( 1)! ( )![ ln ( 1) ( 1) ]
!( )!

n n
k n k

n k
k

n n k n k n
n kx dx

x k n k x x
− −

+ − +
=

− −
= + − −

−∑ −

 
1

1

( 1) ! 1ln
n n

n
n

k

n x dx
x k+

=

− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

（8） n
n

k

kknnk
n

n dxxxCyd ∑
=

−=
0

)()( )2(cos)(
0

! !( )[2 cos(2 )]
!( )! ! 2

n
k k

k

n n k nx x d
k n k k

π
=

= +
−∑ x  

2
2

0

2 cos(2 )
2( !)

( !) ( )!

k k
n

n

k

kx x
n d

k n k
x

π

=

+
=

−∑ 。 

10．求 ，其中 2 ( )xd e

⑴ x是自变量;  ⑵ )(tx ϕ= 是中间变量. 

解 （1） ， dxedxeed xxx == )'()(

222 )'()()( dxedxedxeded xxxx === 。 

（2） ， dttedxedxeed txxx )(')'()( )( ϕϕ===

2 ( ) ( ) 2( ) ( '( ) ) [ '( )]'x t td e d e t dt e t dtϕ ϕϕ ϕ= = { }( ) 2 2[ '( )] ''( )te t tϕ ϕ ϕ= + dt 。 

11．设 ， 任意次可微，且 。 f u( ) g u( ) g u( ) > 0

⑴当 xu tan= 时，求 d ； f2

⑵当u = v、 v x= ln 时，求 ； d g2
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⑶ d f u g u2[ ( ) ( )]；  ⑷ d g u2[ln ( )]； 

⑸ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)(
)(2

ug
ufd ；    

解 （1） ， xdxxfdxxuufdf 2sec)(tan')(')(' ==

2 2 2''( )[ '( )] '( ) ''( )d f f u u x dx f u u x dx= + 2

2
 

4 2[ "(tan )sec 2 '(tan )sec tan ]f x x f x x x d= + x 。 

（2） xvu ln== ， 

1 1 1'( ) '( ln )
2 ln 2 ln

dg du dvdg dx g u dx g x dx
du dv dx xx x x

= = = ， 

2 2
2

"( ) '( )(2 ln ) '[ ]
2 ln (2 ln )

du dvg u g u x xdv dxd g dx
x x x x

= −  

2
2 2

1 1'( )[2 ln 2 ( )]
"( ) 2 ln

(2 ln ) (2 ln )

g u x x
g u xx dx
x x x x

⎧ ⎫+ ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 2
3

2 2

"( ln ) ln '( ln )(1 2ln )

4 ln

g x x g x x dx
x x

− +
= 。 

（3） duugufugufugufd )](')()()('[)]()([ += ， 

222 )]'()()()('[)](')()()('[)]()([ duugufugufudugufugufugufd +++=  

2 2[ '( ) ( ) ( ) '( )] [ "( ) ( ) 2 '( ) '( ) ( ) "( )]f u g u f u g u d u f u g u f u g u f u g u du= + + + + 。 

（4） du
ug
ugugd
)(
)(')]([ln = ， 

2
2 2 2 2

2

'( ) '( ) '( ) "( ) ( ) ( '( ))[ln ( )] [ ] '
( ) ( ) ( ) ( )

g u g u g u g u g u g ud g u d u du d u du
g u g u g u g u

−
= + = + 2。 

（5） du
ug

ugufuguf
ug
ufd

)(
)(')()()('

)(
)(

2

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
， 
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2
2

2
2

2

)(
)(')()()('

)(
)(')()()('

)(
)( du

ug
ugufugufud

ug
ugufuguf

ug
ufd

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡  

2
2

'( ) ( ) ( ) '( )
( )

f u g u f u g u d u
g u
−

= +  

2 2
2

3

"( ) ( ) ( ) ( ) "( ) 2 '( ) '( ) ( ) 2 ( )( '( ))
( )

f u g u f u g u g u f u g u g u f u g u du
g u

− − +
。 

12.利用数学归纳法证明： 

x
n

nn

xn e
x

ex
1

1

)(1
1 )1(

+
− −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
。 

证  当 时，1=n xxxnxn e
xx

eeex
1

2

11
)(

1
1 1)'1()'()( −

===− ，命题成立。假设 时

命题都成立。则当 时， 

kn ≤

1+= kn

( ) ( )1 1 1 1
1 ( ) 1 1( ) ( ) ' ( ) '

k k

n n k k kx x x xx e x e kx e x e
x

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( )1 1 1 1
1 2 ( 1)

1

( 1) ( 1)( )
k k k

k k kx x x
k kk x e x e k e e

x x

−
− − −

+

1
x

′ ′
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡− −

= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦

1 1 11 1

1 1 2

( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1)( )
k k k

x x x
k k k kk e k e e

x x x x x

− +

+ + +

⎡ ⎤− − − −
= − + − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

1

2

k
xe ， 

 
命题也成立。由数学归纳法，可知本命题对所有正整数都成立。 
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