
 

第十五章  含参变量积分 
  

习  题  15.1  含参变量的常义积分 
 
1． 求下列极限： 
（1） ∫

+

→ ++

α

α α
1

0 220 1
lim

x
dx

； 

（2） ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∞→

1

0

11
lim nn

n
x

dx
。 

 解（1）由积分中值定理，可得 
           ∫∫∫

++

++
+

++
=

++

αα

ααα
1

1 22

1

0 22

1

0 22 111 x
dx

x
dx

x
dx  

∫ +
++

=
1

0 221 αx
dx

221 αξ
α
++

 （ξ在1与1 α+ 之间）， 

 于是  

∫
+

→ ++

α

α α
1

0 220 1
lim

x
dx

0

1

0 220
lim

1
lim

→→ ∫ +
++

=
αα αx

dx
221 αξ

α
++

 

=
41

11

0 2
π

=
+∫ dx

x
。 

（2）由连续性定理， 

        ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∞→

1

0

11
lim nn

n
x

dx
e

e
e

de
e

dx
x

x

x +
=

+
−=

+
= ∫∫ −

−

1
2ln

11
1

0

1

0
。 

2．设 当),( yxf y固定时，关于 在 上连续，且当 时，它

关于

x ],[ ba −→ 0yy

y单调增加地趋于连续函数 )(xφ ，证明 

∫∫ =
−→

b
a

b
ayy

dxxdxyxf )(),(lim
0

φ 。 

证 若能证明 )(),(lim
0

xyxf
yy

φ=
−→

关于 ],[ bax∈ 是一致的，即 0>∀ε ， 

0>∃δ ， ),( 00 yyy δ−∈∀ ， ],[ bax∈∀ ： εφ <− )(),( xyxf ，则  

εφφ )()(),())(),(( abdxxyxfdxxyxf
b

a

b

a
−<−≤− ∫∫ ， 

就有 
 。 ∫∫ =

−→

b
a

b
ayy

dxxdxyxf )(),(lim
0

φ

以下用反证法证明 )(),(lim
0

xyxf
yy

φ=
−→

关于 ],[ bax∈ 是一致的。 

   若不然，则 00 >∃ε ， 0>∀δ ， ),( 00 yyy δ−∈∃ ， ],[ bax∈∃ ： 
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0)(),( εφ ≥− xyxf 。 
依次取 1 1δ = ， 1 0 1 0( , )y y yδ∃ ∈ − 1 [ , ]， ： 1 1 1 0( , ) ( )f x y xφ ε− ≥ ； x a b∃ ∈

2 0 1
1min ,
2

y yδ ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

2 0 2 0( ,y y y， )δ∃ ∈ − 2 [ , ]， 2 2 2 0( , ) ( )f x y xφ ε− ≥ ； x a b∃ ∈，

 

0 1
1min ,n ny y
n

δ −
⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 0 0( , )n ny y yδ∃ ∈ − [ , ]nx a b∃ ∈ ， 0( , ) ( )n n nf x y xφ ε− ≥ ； ，

。 
   由此得到两列数列{ } { }nn yx , 。由于{ } { }nn yx , 有界，由 Bolzano- 
Weierstrass定理，存在收敛子列{ }{ }

kk nn yx , ，为叙述方便，仍记这两个 
子列为 ，其中 是递增的，{ } { }nn yx , { }ny 0lim nn

y y
→∞

= 。设 lim nn
x ξ

→∞
= 。 

由 )()(),( 0−→→ yyyf ξφξ ，可知 ,0>∃δ 0( 0y y y )δ∀ − < − < ：  

2
)(),( 0εξφξ <−yf ， 

注意 0lim yynn
=

∞→
，取足够大的K使得 0 0Ky yδ− < − < ，从而 

                  
2

)(),( 0εξφξ <−Kyf 。 

又 )(),( xyxf K φ− 在 ξ=x 点连续以及 lim nn
x ξ

→∞
= ， ,0>∃N 当 时， Nn >

成立   

( ) ( )
2

)(),()(),( 0εξφξφ <−−− KnKn yfxyxf ， 

于是  
0)(),( εφ <− nKn xyxf 。 

但是对固定的 ，当nx −→ 0yy 时， 关于 单调递增地趋于),( yxf n y

)( nxφ ，所以当 时，成立 { KNn ,max> }
 0)(),()(),( εφφ <−≤− nKnnnn xyxfxyxf ， 

这与 0)(),( εφ ≥− nnn xyxf ， ),2,1( =n 矛盾。 
3.  用交换积分顺序的方法计算下列积分： 

  （1） )0(
ln

1lnsin
1

0
>>

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫ abdx

x
xx

x

ab

；  

  （2） )01(
sinsin1

sin1ln2
0

>>
−
+

∫ a
x

dx
xa
xaπ

。 

解（1） ∫ ∫∫ ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ b

a
yb

a
y

ab
dx

x
xdydyxdx

x
dx

x
xx

x
1

0

1

0

1

0

1lnsin1lnsin
ln

1lnsin ， 

       ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

0

1lnsin dx
x

x y ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= + 1

00

11 1lncos
1

11lnsin
1

1 dx
x

x
yx

x
y

yy  
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         ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

1

0

1lncos
1

1 dx
x

x
y

y  

         ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= + 1

020

11
2

1lnsin
)1(

11lncos
)1(

1 dx
x

x
yx

x
y

yy ， 

于是  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

0

1lnsin dx
x

x y
2)1(1

1
++

=
y

， 

所以  

∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛1

0 ln
1lnsin dx

x
xx

x

ab
=

++
= ∫

b

a y
dy

2)1(1
)1arctan()1arctan( ab +−+ 。 

（2） ∫∫∫ ∫∫ −
=

−
=

−
+ 2

0 220
2

0 0 22
2

0 sin1
2

sin1
2

sinsin1
sin1ln

πππ

xy
dxdy

xy
dydx

x
dx

xa
xa aa

， 

     ∫ −
2

0 22 sin1

π

xy
dx

0
2

22
2

0 22 1

cotarctan
1

1
1cot

cot ππ

y

x

yyx
xd

−−
−=

−+
−= ∫  

                
212 y−

=
π

，  

所以  

=
−

=
−
+

∫∫
a

y

dy
x

dx
xa
xa

0 2
2

0 1sinsin1
sin1ln π

π

aarcsinπ 。 

4.  求下列函数的导数： 
（1） ； ∫ −=

2
2

)(
y

y

yx dxeyI

（2） ∫=
2 cos)(

y

y
dx

x
xyyI ； 

（3） 。 ∫∫
+

−
−+=

tx

tx

t
dytyxdxtF )sin()( 222

0

2

解（1） 。 −−=′ −− 35

2)( yy eyeyI ∫ −
2

22y

y
yx dxex

  （2） −
−

=′
y

yyyI
23 coscos2)( ∫

2

)sin(
y

y
dxxy =

y
yy 23 cos2cos3 −
。 

  （3）设 ，则  =),( txg ∫
+

−
−+

tx

tx
dytyx )sin( 222

)22sin()22sin()cos(2),( 22222 xtxxtxdytyxttxg
tx

txt −+++−+−= ∫
+

−
， 

所以 

)(tF ′ ),(2),( 2
0

2

tttgdxtxg
t

t += ∫  

∫∫∫ +−+−=
+

−

22

0
2222

0
2cos2sin2)cos(2

ttx

tx

t
xtdxxdytyxdxt  
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∫
+

−
+−+ tt

tt
dyyttt

2

2 )sin(2 224 。 

5. 设 ，其中 为可微函数，求∫ +=
y

dxxfyxyI
0

)()()( f )( yI ′′ 。 

解    ， ∫+=′
y

dxxfyyfyI
0

)()(2)(

      。 )(2)(3)( yfyyfyI ′+=′′

6. 设 ，其中 为可微函数，求 。 )(||)()( badxxyxfyF
b

a
<−= ∫ )(xf )(yF ′′

解 当 时， ，于是 ay ≤ ∫ −=
b

a
dxyxxfyF ))(()(

∫−=′
b

a
dxxfyF )()( ， 0)( =′′ yF ； 

当 时， ，于是 y b≥ ∫ −=
b

a
dxxyxfyF ))(()(

∫=′
b

a
dxxfyF )()( ， 0)( =′′ yF ； 

当 时， ，于是  a y b< < ∫∫ −+−=
b

y

y

a
dxyxxfdxxyxfyF ))(())(()(

=′ )(yF ∫∫ −
b

y

y

a
dxxfdxxf )()( ， )(2)( yfyF =′′ 。 

7. 设函数 具有二阶导数， 是可导的，证明函数 )(xf )(xF

[ ] ∫
+

−
+++−=

atx

atx
dyyF

a
atxfatxftxu )(

2
1)()(

2
1),(  

 满足弦振动方程 

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

， 

 以及初始条件 )()0,(),()0,( xFx
t
uxfxu =
∂
∂

= 。 

证 直接计算，可得 
[ ] [ ])()(

2
1)()(

2
1 atxaFatxaF

a
atxfaatxfa

t
u

−++++′+−′−=
∂
∂

， 

[ ] [ ])()(
2

)()(
2

2

2

2
atxFatxFaatxfatxfa

t
u

−′−+′++′′+−′′=
∂
∂

， 

[ ] [ ])()(
2
1)()(

2
1 atxFatxF

a
atxfatxf

x
u

−−+++′+−′=
∂
∂

， 

[ ] [ ])()(
2
1)()(

2
1

2

2
atxFatxF

a
atxfatxf

x
u

−′−+′++′′+−′′=
∂
∂

， 

所以     

2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

， 

且显然成立 )()0,(),()0,( xFx
t
uxfxu =
∂
∂

= 。 

8．利用积分号下求导法计算下列积分： 
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（1） )1()sinln(2
0

22 >−∫ adxxa
π

；     

（2） ； )1|(|)cos21ln(
0

2 <+−∫ ααα
π

dxx

（3） ∫ +2
0

2222 )cossinln(
π

dxxbxa 。 

解（1）设 =)(aI ∫ −2
0

22 )sinln(
π

dxxa ，则 

        =′ )(aI ∫∫ −+
−=

−
2

0 222
2

0 22 cot
1cot

2
sin

2 ππ

xd
axa

adx
xa

a  

0
2

22 1

cotarctan
1

2 π

−−
−=

a

xa

a 12 −
=

a

π
， 

于是  
=)(aI Caa +−+ )1ln( 2 。 

令 ，则  +→1a

== )1(IC 2lncosln2 2
0

π
π

−=∫ xdx ， 

所以  

=)(aI
2

1ln
2 −+ aaπ 。 

  （2）设 =)(αI ∫ +−
π

αα
0

2 )cos21ln( dxx ，则 0)0( =I 。设 0≠α ，由于 

=′ )(αI ∫ +−
−π

αα
α

0 2cos21
cos22 dx
x

x
， 

作变换 
2

tan xt = ，得到 

=′ )(αI ∫
∞+

+++−
++−

0 2222

2

)1]()1()1[(
)1(14 dt

tt
t

αα
αα  

    ∫∫
∞+∞+

++−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
=

0 2220 2 )1()1(
12

1
2

t
dt

t
dt

ααα
α

α
 

    ∫∫
∞+∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

−
+

=
0

2
20 2

1
11

1
1

2
1

2

t

td

t
dt

α
α
α
α

αα
0= ， 

所以 CI =)(α ，再由 ，得到 0)0( =I
0)( =αI （ 1<α ）。 

  （3）设 =)(aI ∫ +2
0

2222 )cossinln(
π

dxxbxa ，且不妨设 ， 。 0a > 0>b

当 时，ba = =)(aI alnπ 。以下设 ba ≠ 。 
由于  
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=′ )(aI ∫ +
2

0 2222

2

cossin
sin2π

dx
xbxa

xa
， 

记 

=A ∫ +
2

0 2222

2

cossin
sinπ

dx
xbxa

x
， =B ∫ +

2
0 2222

2

cossin
cosπ

dx
xbxa

x
， 

则  

2
22 π

=+ BbAa ， 

  =+ BA ∫ +
2

0 2222 cossin

π

xbxa
dx

∫ +
= 2

0 222 tan
tanπ

bxa
xd  

      
ab

x
b
a

ab 2
tanarctan1

0
2

ππ

== 。 

由此解得  

)(
1

2 baa
A

+
=
π

， 

于是  
=′ )(aI

ba +
π
， 

积分后得到  
=)(aI Cba ++ )ln(π 。 

由
2

ln)0( bI π= ，得到 2lnπ−=C ，从而 =)(aI
2

ln ba +π ，或者一般地有 

=)(aI
2

ln
ba +

π 。 

9．证明：第二类椭圆积分 

)10(sin1)( 2
0

22 <<−= ∫ kdttkkE
π

 

 满足微分方程 
0

1
)()(1)( 2 =

−
+′+′′

k
kEkE

k
kE 。 

证 直接计算，有 

∫
−

−
=′ 2

0 22

2

sin1

sin)(
π

dt
tk

tkkE ， 

∫∫∫
−

−=

−

−
−

−=′′ 2
0

2
3

22

2
2

0
2
3

22

42
2

0 22

2

)sin1(

sin

)sin1(

sin

sin1

sin)(
πππ

dt

tk

tdt

tk

tkdt
tk

tkE   

= ∫∫
−

+
−

−
2

0
2
3

222

22
2

0 222
)sin1(

cossin

sin1

ππ

dt

tkk

tt

tkk

dt
， 

于是  
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)(kE ′′ = ∫∫
−

−
−

−−
2

0
2
3

22
2

2
0 222 sin

)sin1(

cos
1

1

sin11
1 ππ

td

tk

t
ktk

dt
k

 

= ∫∫
−−

−
−−

2
0 222

2
0 222 sin1

sincos
1

1

sin11
1 ππ

tk

ttd
ktk

dt
k  

= dt
tk

t
ktk

dt
k ∫∫

−−
−

−−
2

0 22

2

2
2

0 222 sin1

sin
1

1

sin11
1 ππ

， 

所以  

21
)()(1)(

k
kEkE

k
kE

−
+′+′′

  

    = 2
2

0 22

22

2
2

0 22

2

2 1
)(

sin1

sin)1(
1

1

sin1

cos
1

1
k
kEdt

tk

tk
ktk

tdt
k −

+
−

−
−

−
−− ∫∫

ππ

 

= 2
2

0
22

2 1
)(sin1

1
1

k
kEdttk

k −
+−

− ∫
π

= 0。 

10．设函数 在),( vuf 2R 上具有二阶连续偏导数。证明：函数 

∫ ++=
π

ϕϕϕ
2

0
)sin,cos(),,( dzyzxfzyxw  

 满足偏微分方程 

z
w

z
w

y
w

x
wz

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

。 

证  由直接计算，可得 

=
∂
∂

x
w

∫
π

ϕ
2

0
dfu ， =

∂
∂

2

2

x
w

∫
π

ϕ
2

0
dfuu ， 

=
∂
∂

y
w

∫
π

ϕ
2

0
dfv ， =

∂
∂

2

2

y
w

∫
π

ϕ
2

0
dfvv ， 

=
∂
∂

z
w

∫ +
π

ϕϕϕ
2

0
)sincos( dff vu ， 

=
∂
∂

2

2

z
w

∫ ++
π

ϕϕϕϕ
2

0
22 )sin2sincos( dfff vvuvuu ， 

于是  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

z
w

y
w

x
wz ∫ +−

π
ϕϕϕϕ

2

0
22 )cos2sinsin( dfffz vvuvuu 。 

另一方面，由分部积分可得 

∫∫ +−−=
ππ

ϕϕϕϕϕϕ
2

0

2

0
sin]cos)sin([cos dzfzfdf uvuuu ， 

   ， ∫∫ +−=
ππ

ϕϕϕϕϕϕ
2

0

2

0
cos]cos)sin([sin dzfzfdf vvvuv

所以  
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z
w

z
w

y
w

x
wz

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

2

2

。 

11．设 在 上连续，且 。研究函数 )(xf ]1,0[ 0)( >xf

∫ +
=

1

0 22

)()( dx
yx
xyfyI  

的连续性。 

解  设 ，由于0 0y ≠ 22
)(
yx
xyf

+
在 0

0 0[0,1] [ , ]
2 2
y y

y y× − + 0 上连续，可知

∫ +
=

1

0 22

)()( dx
yx
xyfyI 在 处连续。 0 0y ≠

设 ，则 。由于 在 上连续，且 ，

所以 在 上的最小值 ，当 时，成立 
0 0y = 0( ) (0) 0I y I= = )(xf ]1,0[ 0)( >xf

)(xf ]1,0[ 0>m 0>y 2222
)(

yx
my

yx
xyf

+
≥

+
，

于是  
1

2 20

1( ) arctanyI y m dx m
x y y

≥ =
+∫ ， 

由
0

1lim ( arctan ) 0
2y

mm
y

π
→ +

= > ，可知
0

lim ( ) 0 (0)
y

I y I
→ +

≠ = ，即 ∫ +
=

1

0 22

)()( dx
yx
xyfyI 在

处不连续。 0 0y =

注 在本题中可证明 )0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
=

+→
与 )0(

2
)(lim

0
fyI

y

π
−=

−→
，其中 ，

由此也说明了 在 点不连续。证明如下： 

0)0( ≠f

)(yI 0=y

0>∀ε ，取 0>η ，使得当 η<< x0 时，
π
ε

<− )0()( fxf ，则 

∫ +
η
0 22

)(| dx
yx
xyf

2
|)0(

0 22
εη <

+
− ∫ dx

yx
yf

。 

对固定的 0>η ，取 0>δ ，使得当 δ<< ||0 y 时，
2

|)(| 1
22

ε
η

<
+∫ dx

yx
xyf

，于是 

∫ +
1
0 22

)(| dx
yx
xyf εη <

+
− ∫ |)0(

0 22 dx
yx

yf
。 

分别令 与 ，由 +→ 0y −→ 0y

)0(
2

)0(lim
0 220

fdx
yx

yf
y

πη =
+∫

+→
， )0(

2
)0(lim

0 220
fdx

yx
yf

y

πη −=
+∫

−→
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和ε的任意性，即可得到 )0(
2

)(lim
0

fyI
y

π
=

+→
与 )0(

2
)(lim

0
fyI

y

π
−=

−→
。 
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