
习题  12.2  多元复合函数的求导法则 
 

 
1． 利用链式规则求偏导数： 
（1） ty

t
xyxtz ==−+= ,1),23tan( 22 ，求

t
z

d
d
； 

（2） ，求32 ,sin, tytxez yx === −
2

2

d
d

t
z
； 

（3）
1

)(
2 +
−

=
a

zyew
ax

， ，xay sin= xz cos= ，求
x
w

d
d
； 

（4） yxv
y
xuvuz 23,,ln2 −=== ，求

y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ , ； 

（5） ， ，求
222 zyxeu ++= xyz sin2=

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ , ； 

（6） ， ， ， ，求)sin()( 222 zyxzyxw ++++= stex = tey = tsez +=
t
w

s
w

∂
∂

∂
∂ , ； 

（7） ，)cos(22 yxyxz +++= vux += ， vy arcsin= ，求
uv
z

u
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

, ； 

以下假设 具有二阶连续偏导数。 f

（8） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xxyfu , ，求 2

22

,,,
y
u

yx
u

y
u

x
u

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

； 

（9） ，求)( 222 zyxfu ++=
yx
u

x
u

z
u

y
u

x
u

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,,,, ； 

（10） ，),,( zyxfw = vux += ， vuy −= ， uvz = ，求
vu

w
v
w

u
w

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

,, 。 

解 (1) 记 ，则 23 2u t x y= + − 2

dz
dt

= ( )dz du dz u u dx u dy
du dt du t x dt y dt

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
 

2
2

1 1[3 4 ( ) 2 ]sec
2

x y u
t t

= + ⋅ − − ⋅  

= 2
3 2

4 2(2 )sec (2 )t
t t

− + 。 

(2) dz
dt

= 2 2 2cos 2 3 (cos 6 )x y x yz dx z dy e t e t z t
x dt y dt

− −∂ ∂
+ = − ⋅ = −

∂ ∂
2t ， 

3
2

2 2 sin 2 2 2
2 (cos 6 ) (cos 6 ) [(cos 6 ) sin 12 ]t td z dz dt t z t t e t t t t

dt dt dt
−= − + − = − − − 。 
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(3) dw w w dy w dz
dx x y dx z dx

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 

2 2 2

( ) cos ( sin )
1 1 1

ax ax axae y z e ea x x
a a a

−
= + ⋅ − ⋅ −

+ + +
 

sinaxe x= 。 

(4) dz z u z dv
dx u x v dx

∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂

212 ln 3uu v
y v

= ⋅ + ⋅  

2

2 2

2 3ln(3 2 )
(3 2 )

x xx y
y y

= − +
−x y

， 

z z u z v
y
∂
∂y u y v

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂

2

22 ln ( ) ( 2)x uu v
y v

= ⋅ − + ⋅ −  

2 2

3 2

2 2ln(3 2 )
(3 2 )

x xx y
y y

= − − −
−x y

。 

(5) u u du z
x x dz
∂ ∂

= +
∂ ∂

x

x
∂
∂

22 2 cosu x u z y x= ⋅ + ⋅ ⋅  

2 2 4 2sin 4(2 2 sin cos )x y y xe x y x+ += +  

u u du z
y y dz y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

2 2 2 sinu y u z y x= ⋅ + ⋅ ⋅  

2 2 4 2sin 3 2(2 4 sin )x y y xe y y+ += + x 。 

(6) 记 ，222 zyxu ++= zyxv ++= 。则 

w w x w y w
s x s y s z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
z
s

 

(sin 2 cos ) 0(sin 2 cos ) (sin 2 cos )x u xv u u yv u z u zv u= + + + + +  

(sin 2 cos ) (sin 2 cos )s s tte u xv u e u zv u+= + + +  

w w x w y w
t x t y t z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
z
t

 

(sin 2 cos ) (sin 2 cos ) (sin 2 cos )se u xv u y u yv u z u zv u= + + + + +  

(sin 2 cos ) (sin 2 cos ) (sin 2 cos )s t s te u xv u e u yv u e u zv u+= + + + + + 。 
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(7) z z x z y
u
∂
∂

[2 sin( )] 1 [2 sin( )] 0x x y y x y= − + ⋅ + − + ⋅
u x u y
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂

 

2( ) sin( arcsin )u v u v v= + − + + ， 

2

( )z z
v u v u
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂ 2

12 cos( arcsin )(1 )
1

u v v
v

− + + +
−
。 

(8) 记 , xv xy w
y

= = ，则 

u u v u w
x v x w x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= 1 2
1, ,x xyf xy f xy

y y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

u u v u w
y v y w y∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ 1 22, ,x x xxf xy f xy

y y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

2

( )u u
x y x y
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

 

1 2 1 22 2

1, , , ,x x x xf xy f xy x f xy f xy
y y y x y y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x  

= 1 22

1, ,x xf xy f xy
y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

y
xxyf

y
x

y
xxyxyf ,, 22311 , 

2

2 ( )u u
y y y
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

 

2 1 23 2

2 , , ,x x x xf xy x f xy f xy
y y y y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x
y

 

2
2 113

2 , ,x x xf xy x f xy
y y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xxyf

y
x

y
xxyf

y
x ,,2

224

2

122

2
。 

(9) 记 ，则 2 2v x y z= + + 2

u df v
x dv x
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2 22 '( )xf x y z= + + ,  

u df v
y dv y
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2 22 '( )yf x y z= + + ,  

u df v
z dv z
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2 22 '( )zf x y z= + + , 
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)('2 222
2

2
zyxf

x
u

++=
∂
∂ 2 2 22 '( )x f x y z

x
∂

+ + +
∂

 

2 2 22 '( )f x y z= + + )("4 2222 zyxfx +++ ,  

2u
x y
∂
∂ ∂

2 2 22 '(y f x y z )
x
∂

= +
∂

+

)

 

2 2 24 "(xyf x y z= + + 。 

(10) w w x w y w z
u
∂
∂ x yf f vf

u x u y u z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ z= + + , 

  w w x w y w z
v
∂
∂ x yf f uf

v x v y v z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ z= − + ,  

2w
u v
∂
∂ ∂

yx z
z

ff fw f u
u v u u u

∂∂ ∂∂ ∂
= = + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

y y yx x x
z

f f ff f fx y z x yf z
x u y u z u x u y u z u

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂  

( )z z zf f fx y zu
x u y u z u

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )xx xz yy yz z zzf u v f f u v f f uvf= + + − + − + + 。 
2． 设 具有连续偏导数，且 ， ，求

。 
),( yxf 1),( 2 =xxf xxxf x =),( 2

),( 2xxf y

解 在等式 两边对 x求导，有 1),( 2 =xxf

2 2( , ) 2 ( , ) 0x y
f f y f x x xf x x
x y x
∂ ∂ ∂

+ = + =
∂ ∂ ∂

， 

再将 代入，即可得到 xxxf x =),( 2

2
1),( 2 −=xxf y 。 

3．设 具有连续偏导数，且),( yxf 1)1,1( =f ， 2)1,1( =xf ， 。如

果

3)1,1( =yf

)),(,()( xxfxfx =ϕ ，求 )1(ϕ ′ 。 

解      ( ) ( )( , ( )) ( , ( ))d x f f dy xx y x x y x
dx x y dx
ϕ ∂ ∂

= +
∂ ∂

， 

其中 
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( ) ( , )y x f x x= ，
( ) ( , ) ( , )dy x f fx x x

dx x y
x∂ ∂

= +
∂ ∂

。 

由于 ，以 代入上述等式，得到 (1) (1,1) 1y f= = 1x =

'(1) (1,1) (1,1)( (1,1) (1,1)) 17x y x yf f f fϕ = + + = 。 

4．设
)( 22 yxf

yz
−

= ，其中 具有连续导数，且)(tf 0)( ≠tf ，求
y
z

yx
z

x ∂
∂

+
∂
∂ 11

。 

解. z
x
∂

=
∂

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 2 '(
( ) (

y f x y xyf x y
f x y x f x y

∂ − −
− = −

− ∂ −
)

)
， 

z
y
∂

=
∂

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1 2
( ) ( ) ( ) (

y f x y y f x y
f x y f x y y f x y f x y

∂ − −
− = +

− − ∂ − −
'( )

)
， 

直接计算可得 

)(
111

22 yxyfy
z

yx
z

x −
=

∂
∂

+
∂
∂

。 

5．设
y
xz arctan= ， vux += ， vuy −= ，验证 

22 vu
vu

v
z

u
z

+
−

=
∂
∂

+
∂
∂

。 

证 z z x z
u x u y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

y
u

 

2 2 2 2

1 1 1

1 1
2

x y x
y y xx x

y y

⎛ ⎞
y

−
= + − =⎜ ⎟ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

z z x z
v x v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

y
v

 

2 2 2 2

1 1 1

1 1
2

x y x
y y xx x

y y
y

+
= + =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

又由于 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 2 2x y u v u v u v+ = + + − = + ，所以 
z z
u v
∂ ∂

+
∂ ∂ 2 2

2y
x y

=
+ 2

u v
u v2

−
=

+
。 

6．设ϕ和ψ具有二阶连续导数，验证 

（1） 满足)( 22 yxyu −= ϕ u
y
x

y
ux

x
uy =

∂
∂

+
∂
∂

； 

（2） )()( atxatxu ++−= ψϕ 满足波动方程 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂

。 
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证 （1）
2 2( )u xy

x x
ϕ∂ ∂ −

=
∂ ∂

y  
2 2

2 2 2 2( )'( ) 2 '( )x yy x y xy x y
x

ϕ ϕ∂ −
= − = −

∂
， 

2 2
2 2 ( )( )u xx y y

y y
ϕϕ∂ ∂

= − +
∂ ∂

y−  
2 2

2 2 2 2 ( )( ) '( ) x yx y y x y
y

ϕ ϕ ∂ −
= − + −

∂
2 2 2 2 2( ) 2 '( )x y y x yϕ ϕ= − − − ， 

所以 

u
y
x

y
ux

x
uy =

∂
∂

+
∂
∂

。 

（2） '( ) '( )u x at x at
x

ϕ ψ∂
= − + +

∂
，

2

2 ''( ) ''( )u x at x at
x

ϕ ψ∂
= − + +

∂
， 

'( ) '( )u a x at a x at
t

ϕ ψ∂
= − − + +

∂
， 

2
2 2

2 ''( ) ''( )u a x at a x at
t

ϕ ψ∂
= − + +

∂
， 

所以 

               
2 2

2
2 2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

7．设 具有二阶连续偏导数，写出),( yxfz = 2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

在坐标变换 

⎩
⎨
⎧

=
−=

xyv
yxu

2
,22

 

下的表达式。 

解 z z u z v
x u x v
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ x

∂
∂

2 2z zx y
u v
∂ ∂

= +
∂ ∂

， 

2 2 2

)v
2 22 2 (z z z u zx

x u u x v u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ x

∂
∂

2 2

22 ( )z u z vy
u v x v x
∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2
2 2

2 22 4 8 4z z zx xy y
u u v u
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2z
v
， 

z z u z
y u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
y

= 2 2z zy x
u v
∂ ∂

− +
∂ ∂

， 

2 2 2

)2 22 2 (z z z u zy
y u u y v u
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
y
∂
∂

2 2

22 ( )z u z vx
u v y v y
∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2
2 2

2 22 4 8 4z z zy xy x
u u v u
∂ ∂ ∂ ∂

= − + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2z
v
。 
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由于 ，所以 2 2 4 2 2 4 2 22 (u v x x y y x y+ = + + = + 2)

2

2

2

2

y
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂ 2 2

2 2
2 24( )( )z zx y

u v
∂ ∂

= + +
∂ ∂

)(4 2

2

2

2
22

v
z

u
zvu

∂
∂

+
∂
∂

+= 。 

8．设 ，求∫ −=
xy t dteyxf

0

2

),( 2

22

2

2

2
y

f
x
y

yx
f

x
f

y
x

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

。 

解 2 2x yf ye
x

−∂
=

∂
，

2 2x yf xe
y

−∂
=

∂
， 

2 2
2

3
2 2 x yf xy e

x
−∂

= −
∂

，
2 2 2 2

2
2 22x y x yf e x y e

y x
− −∂

= −
∂ ∂

，
2 2

2
3

2 2 x yf x ye
y

−∂
= −

∂
。 

所以 

2

22

2

2
2

y
f

x
y

yx
f

x
f

y
x

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂ 22

2 yxe−−= 。 

9．如果函数 满足：对于任意的实数 t及),( yxf yx, ，成立 
),(),( yxfttytxf n= ， 

那么 称为 次齐次函数。 f n
（1） 证明 次齐次函数 满足方程 n f

nf
y
fy

x
fx =

∂
∂

+
∂
∂

； 

（2） 利用上述性质，对于 22 yxz += 求出
y
zy

x
zx

∂
∂

+
∂
∂

。 

证 在等式 两边对 t求导， ),(),( yxfttytxf n=

( , )f tx ty
t

∂
∂ 1 2( , ) ( , )xf tx ty yf tx ty= + 1 ( , )nnt f x y−= ， 

将 t=1代入即得到 

nf
y
fy

x
fx =

∂
∂

+
∂
∂

。 

(2) 由于 ( , ) ( , )z tx ty tz x y= ，所以 n=1，由（1） 

22 yx
y
zy

x
zx +=

∂
∂

+
∂
∂

。 

10．设 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xg

y
xxyfz , ，其中 具有二阶连续偏导数，f g具有二阶
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连续导数，求
yx
z
∂∂

∂ 2

。 

解  令 , xu xy v
y

= = ，则 

z
y
∂

=
∂

f u f v dg v ( )
u y v y dv y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( ) ( )1 22 2, ,x x 'xf u v f u v g v
y y

= − − ， 

2z
x y
∂
∂ ∂

( ) ( ) ( )1 22 2

1 1, , 'f u v f u v g v
y y

= − − ( ) ( )11 12( , ,u vx f u v f u v )
x x
∂ ∂

+ +
∂ ∂

 

( ) ( ) ( )21 222 [ , , '' ]x u vf u v f u v g v
y x x

∂ ∂
− + +

∂ ∂
v
x
∂
∂

 

1 , xf xy
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xxyf

y
,1

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

y
xxyxyf ,11 223 ,x xf xy

y y
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xg

y
'1

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xg

y
x "3 。 

11．设向量值函数 ：f 2R → 3R 的坐标分量函数为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

.
,
,

22

22

uvz
vuy
vux

 

向量值函数 g： 2R → 2R 的坐标分量函数为 

⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

θ
θ

rv
ru  

求复合函数 的导数。 gf

解   ，
2 2

'( , ) 2 2
u v

u v u v
v u

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

f
cos sin

'( , )
sin cos

r
r

r
θ θ

θ
θ θ

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

g ， 

所以 

( ) '( , ) '( ( , )) '( , )r rθ θ= f g g
2 cos 2 sin
2 cos 2 sin

sin cos

r r
r r
r r

θ θ
θ θ
θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos sin
sin cos

r
r

θ θ
θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 r θf g

= 2

2

2 0
2 cos 2 2 sin 2

sin 2 cos 2

r
r r

r r
θ θ

θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

12．设 ， ，),,( vuxfw = ),( zygu = ),( yxhv = ，求
z
w

y
w

x
w

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,, 。 
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解    w f f v
x x v

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ xx
∂
∂ x vf f h= + , 

     w f u f v
y
∂
∂ u y v yy u y v

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
f g f h= + ,  

u z
w f u f g
z u z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
。 

13．设 ，vuz = 22ln yxu += ，
x
yv arctan= ，求 。 dz

解     z z u z v
x u x v x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

1
22 2 2

1ln
1

v vx yvu u u
x y xy

x

− ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−  

1
2 2 2lnv v

2

x yvu u u
x y x

−= −
+ + y

， 

z z u z
y u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
y

 

1
22 2

1 1ln
1

v vyvu u u
x y xy

x

− ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
2 2 2lnv vy xvu u u 2x y x

−= +
+ + y

， 

所以 
z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

1
2 2 2 2 lnv xdx ydy ydx xdyu v

x y x y
− ⎛ ⎞+ − +

= +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
u u ， 

其中 22ln yxu += ，
x
yv arctan= 。 

14．设 x
y

eyxz
arctan22 )(

−
+= ，求dz和

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

解    
arctan arctan2 2

2 2

12 ( )
1

y y
x xz yxe x y e

x xy
x

− −∂ − ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

arctan
(2 )

y
xx y e

−
= + ， 

arctan arctan2 2
2

1 12 ( )
1

y y
x xz ye x y e

y xy
x

− −∂ − ⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

arctan
(2 )

y
xy x e

−
= − ， 
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所以 

     z zdz dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

[ ]
arctan

(2 ) (2 )
y
xx y dx y x dy e

−
= + + − ； 

  
2z

x y
∂
∂ ∂

arctan arctan
(2 )

y y
x xe x y e

− −
= + + . 2

1 1

1
xy

x

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 arctan

2 2

y
xy xy x e

x y
−− −

=
+

。 

15．求下列函数的全微分： 
（1） ； )( 222 czbyaxfu ++=

（2） ； ),( xyyxfu +=

（3） ( )zyxezyxfu +++++= ),1ln( 222 。 

解 (1) 令 ，则 2 2v ax by cz= + + 2

'( )( )v v vdu f v dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 

2 2 22 '( )( )f ax by cz axdx bydy czdz= + + + + 。 

(2) u udu dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

1 2 1 2( ) ( )f yf dx f xf dy= + + + 。 

(3) u u udu dx dy dz
x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 

1
2 2 2

2 ( )
1

f xdx ydy zdz
x y z

= + + 2( )(x y ze f dx dy dz+ ++ +
+ + +

)+ 。 

16．设 具有任意阶连续导数，而)(tf )( czbyaxfu ++= 。对任意正整数 ，

求 。 
k

ukd
解  当 时，成立 1k =

'( ) ( )du f ax by cz d ax by cz= + + + + '( )( )f ax by cz adx bdy cdz= + + + + ， 
应用数学归纳法，假设对于 成立 k

kkk cdzbdyadxczbyaxfud ))(()( ++++= ， 
则对于 成立 1k +

1 ( )k kd u d d u+ = ( )[ ( )( )k kd f ax by cz adx bdy cdz= + + + + ]
)

 
( 1) 1( )(k kf ax by cz adx bdy cdz+ += + + + + 。 

由数学归纳法可知对任意正整数 成立 k
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kkk cdzbdyadxczbyaxfud ))(()( ++++= 。 
17. 设函数 在全平面上有定义，具有连续的偏导数，且满足

方程 
),( yxfz =

0),(),( =+ yxyfyxxf yx , 
证明：  为常数。 ),( yxf

证  当 时， 0≠r

=
∂
∂ )sin,cos( θθ rrf
r

+)sin,cos(cos θθθ rrf x )sin,cos(sin θθθ rrf y  

( ) 0),(),(1
=+= yxyfyxxf

r yx ,  

所以  
)()sin,cos( θθθ Frrf = 。 

再利用 在 点的连续性，得到 ),( yxf )0,0(
       

( , ) (0,0) 0
lim ( , ) lim ( cos , sin ) ( ) (0,0)

x y r
f x y f r r F fθ θ θ

→ →
= = = ， 

即 ( )F θ 为常数，所以 为常数。 ),( yxf
18．设 元函数 在n f nR 上具有连续偏导数，证明对于任意的

，=x ),,,( 21 nxxx ),,,( 21 nyyy=y nR∈ ，成立下述 Hadamard公式： 

∑∫
=

−+
∂
∂

−=−
n

i i
ii dtt

x
fxyff

1

1
0

))(()()()( xyxxy 。  

证  设 ( ))()( xyx −+= tftF ，则 

( ) ( ) (1) (0)f f F F− = −y x
1

0
'( )F t dt= ∫ 。

 
由于 

1

( ( )'( ) ( ( ))
n

i i i

i i

)x t y xfF t t
x t=

∂ + −∂
= + −

∂ ∂∑ x y x  

1
( ) ( (

n

i i
i i

fy x t
x=

∂
= − + −

∂∑ ))x y x 。 

所以 

( ) ( ) (1) (0)f f F F− = −y x
 

1

0
1

( ) ( ( ))
n

i i
i i

fy x t dt
x=

∂
= − + −

∂∑∫ x y x 。 
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