
习  题  15.3   Euler 积分 
 
1.  计算下列积分： 

（1） ∫ −
1

0

2 dxxx ；    （2） ∫ −

π
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（2）作变换
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（4）作变换 θtan2 =
n

x ，则 
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， 

再作变换 ，得到 θ2sin=t

∫
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（5）作变换
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（6）作变换 ，则 xt 2sin=

∫ 2
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（7）作变换 ，则 nxt =

∫
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0
dxex
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0

11
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m

n
dtet

n
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m
+

Γ== ∫
∞+ −−
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（8）作变换 ，则 nxt =

∫ −− −
1

0

11 )1( dxxx qnp =−= ∫ −−1

0
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⎟
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2．证明 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=∫

∞+ −

nn
dxe

nx 11
0

（ 为正整数），并推出 。 n 1lim
0

=∫
∞+ −

∞→
dxe

nx

n

证 令 ，则  nxt =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ== ∫∫

∞+ −−∞+ −
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dtte

n
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0
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0
。 

利用 以及 函数的连续性，得到 )()1( sss Γ=+Γ Γ

1)1(11limlim
0

=Γ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ=

∞→

∞+ −

∞→ ∫ n
dxe

n

x

n

n

。 

3． 证明 在 上可导，且 。进一步证明

（ ）。 

)(sΓ 0>s ∫
∞+ −−=Γ′

0

1 lne)( xdxxs xs

( )∫
∞+ −−=Γ

0

1)( lne)( dxxxs nxsn 1≥n

证 1

0
( e )s xx dx

s
+∞ − −∂

=
∂∫ 1

0
e lns xx xdx

+∞ − −∫ 。任意取 0 00 s S< < < +∞。 

当 ， 时，0ss ≥ ]1,0(∈x xxxex sxs lnln 11 0−−− ≤ ，而 ∫ −1

0
1 ln0 dxxx s 收敛，

所以 在 上一致收敛； ∫ −−1

0
1 lne xdxx xs

0ss ≥

当 ， 时， 0s S≤ ),1[ +∞∈x 01 ln Ss x xx e x x e− − −≤ ，而 0

1
eS xx dx

+∞ −∫ 收敛，

所以 在 上一致收敛。 ∫
∞+ −−

1
1 lne xdxx xs

0s S≤

   这说明 ∫ 关于 在
∞+ −−

0
1 lne xdxx xs s (0, )+∞ 上内闭一致收敛。于是 在

在 上可导，且 。 

)(sΓ

0>s ∫
∞+ −−=Γ′

0

1 lne)( xdxxs xs

   进一步，若 ，类似于上述的论证过程，

可知

( )∫
∞+ −−−− =Γ

0
11)1( lne)( dxxxs nxsn

( ) 11

0
e ln ns xx x dx

s
+∞ −− −∂ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦∂∫ ( )∫

∞+ −−
0

1 lne dxxx nxs 在 (0, )+∞ 上内闭一致收
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敛，从而 在 上可导，并且 。 )()1( sn−Γ 0>s ( )∫
∞+ −−=Γ

0

1)( lne)( dxxxs nxsn

4． 证明 。 +∞=Γ
+∞→

)(lim s
s

证  首先易知 1)2()1( =Γ=Γ 。由于 )(sΓ 在 上可导，由 Rolle定理，
可知 ，使 。 

0>s
)2,1(0 ∈∃x 0)( 0 =Γ′ x

由上题， ，于是在0ln)(
0

21 >=Γ ′′ ∫
+∞ −− xdxexs xs ),( 0 +∞x 上 ，因 0)( >Γ′ s

此 在 上单调增加。再由)(sΓ ),( 0 +∞x )1]([)(])([ +Γ≤Γ≤Γ sss ， 以及

，得到  
)( 0xs >

+∞→=+Γ !)1( nn
+∞=Γ

+∞→
)(lim s

s
。 

5． 计算 。 ∫ Γ
1

0
)(ln dxx

解 作变换 tx −=1 ，则  

∫ Γ
1

0
)(ln dxx =−Γ= ∫

1

0
)1(ln dtt ∫ −Γ

1

0
)1(ln dxx ， 

相加后利用余元公式，即得到 

∫ Γ
1

0
)(ln2 dxx [ ] ∫∫ −=−ΓΓ=

1

0

1

0
)sinln(ln)1()(ln dxxdxxx ππ 。 

再由 
2lnsinln1sinln

0

1

0
−== ∫∫

π

π
π uduxdx ， 

得到 

∫ Γ
1

0
)(ln dxx = π2ln 。 

6．设 。确定正数}1|),,{( 222 ≤++=Ω zyxzyx p，使得反常重积分 

( )∫∫∫
Ω −−−

= pzyx
dxdydzI

2221
 

收敛。并在收敛时，计算 I的值 
解 利用球坐标变换，可得 

     =I ∫∫∫∫ −
=

−

1

0 2

21

0 2

2

0

2

0 )1(
4

)1(
sin pp r

drr
r
drrdd πϕϕθ

ππ
。 

由此可知当 时，反常重积分1<p
( )∫∫∫

Ω −−−
= p

zyx

dxdydzI
2221
收敛。 

且当 时， 1<p

=I ∫∫ −−=
−

1

0
2
1

1

0 2

2
)1(2

)1(
2 dttt

r
rdr p

p ππ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= pB 1,

2
32π 。 

7．设 。确定正数{ 0,0,0|),,( ≥≥≥=Ω zyxzyx } γβα ,, ，使得反常重积分 

                ∫∫∫
Ω +++

= γβα zyx
dxdydzI

1
 

   收敛。并在收敛时，计算 I的值。 
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解 作变换

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

γ

β

α

2

2

2

wz

vy

ux

，则 

dudvdw
wvu

wvuI ∫∫∫
Ω′

−−−

+++
= 222

1212
12

1
8 γβα

αβγ
， 

其中 。 { }0,0,0|),,( ≥≥≥=Ω′ wvuwvu

再令 ，则  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

rz
rv
ru

∫
−−

= 2
0

1212

cossin8 π
αβ θθθ

αβγ
dI ∫

−−+
2

0

12122

cossin
π

γβα ϕϕϕ d ∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

。 

对于上式中所包含的前两个积分，有 

∫
−−

2
0

1212

cossin
π

αβ θθθ d = ( ) ( )∫
−−

2
0

211
211

2 sincossin
2
1 π

αβ θθθθθ d  

 
1 11 11

0

1 1(1 ) ( , )
2 2

t t dtβ α 1 1
α β

− −
= − = Β∫ ； 

∫
−−+

2
0

12122

cossin
π

γβα ϕϕϕ d )1,11(
2
1

γβα
+Β= 。 

对于第三个积分，有 

∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

+
+

= ∫
−++

1

0 2

1222

1
dr

r
r γβα

∫
∞+

−++

+1 2

1222

1
dr

r
r γβα

。 

因 为 11222
−>−++

γβα
， 所 以 积 分 ∫ +

−++
1

0 2

1222

1
dr

r
r γβα

收 敛 ， 而 积 分

∫
∞+

−++

+1 2

1222

1
dr

r
r γβα

当且仅当 11222
<−++

γβα
即 1111

<++
γβα
时收敛。所以当

1111
<++

γβα
时， ∫

∞+
−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

收敛，从而原积分收敛。 

这时作变量代换 ，得到 tr =2

2 2 2 1 1 11 1

20 0

1
1 2 1

r tdr dt
r t

α β γ α β γ
+ + − + + −

+∞ +∞
=

+ +∫ ∫
1 1 1 1 1 1 1,1
2

B
α β γ α β γ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

所以  
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=I 1 1 1 1 1 1( , ) ( , )
αβγ α β α β γ

Β Β +
1 1 1 1 1 1,1
α β γ α β γ
⎛ ⎞

Β + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 )1111()1()1()1(1
γβαγβααβγ

−−−ΓΓΓΓ= 。 

注  对积分 ∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

，也可令 θtan=r ，同样得到 

∫
∞+

−++

+0 2

1222

1
dr

r
r γβα

( )∫ −++= 2
0

1222
tan

π

γβα θθ d  

 ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−++Β== ∫ −−−−++

γβαγβα
θθθ

π

γβαγβα
1111,111

2
1cossin2

0

22211222
d 。 

8．计算 
∫∫ −−− −−=
D

pnm dxdyyxyxI 111 )1( ， 

 其中 是由三条直线D 0=x ， 0=y 及 1=+ yx 所围成的闭区域， pnm ,,
均为大于 0的正数。 

解  作变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

+=

yx
yv

yxu
，则 ，且

⎩
⎨
⎧

=
−=

uvy
vux )1(

u
vu
yx

=
∂
∂

),(
),(
，这变换将区域 映

照成正方形： 

D

                { }10,10),( ≤≤≤≤ vuvu 。 

于是  

),(),()1()1(
1

0
111

0
11 mnpnmdvvvduuuI mnpnm Β+Β=−−= ∫∫ −−−−+  

       =
)(
)()()(

pnm
pnm

++Γ
ΓΓΓ
。 

注  当 时也可以有如下解法： 1>p

    将积分化成 

∫∫∫
Ω

−−−−= dxdydzzyxpI pnm 211)1( ， 

其中 是由平面 ， ，Ω 0=x 0=y 0=z 与 1=++ zyx 所围的区域。 
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再令  与 ，就得到 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

2

2

2

wz

vy

ux

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
cossin

rz
rv
ru

∫ −−−= 2
0

1212 cossin)1(8
π

θθθ dpI mn ∫ −−+2
0

32122 cossin
π

ϕϕϕ dpnm ∫ −++1
0

3222 drr pnm 。 
其中 

∫ −−2
0

1212 cossin
π

θθθ dmn ),(
2
1sin)sin1()(sin

2
1 2

0
21212 mndmn Β=−= ∫ −−

π

θθθ ， 

∫ −−+2
0

32122 cossin
π

ϕϕϕ dpnm   

)1,(
2
1sin)sin1()(sin

2
1 2

0
22212 −+Β=−= ∫ −−+ pnmdpnm

π

ϕϕϕ ， 

∫ −++1
0

3222 drr pnm

)1(2
1

−++
=

pnm
， 

于是 

     =−+ΒΒ
−++

−
= )1,(),(

1
1 pnmmn
pnm

pI
)(
)()()(

pnm
pnm

++Γ
ΓΓΓ
。 

9．证明

2
cos2

tan2
0 απ

ππ
α =∫ dxx （ 1|| <α ）。 

证   xdxxdxx α
π

α
π

α −∫∫ = cossintan 2
0

2
0

)
2

1,
2

1(
2
1 αα −+
Β=  

2
cos2

2
1sin22

1
2

1
2
1

απ
π

πα
παα

=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ= 。 

10．证明 

πα
π

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

α
π

α

2
sin1

1
1

1
cos1cos1

sin
0

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫

−

k
k

kk
d   

（ 10,20 <<<< kα ）。 

证 作变量代换
2

tan ϕ=t ，则 

∫∫
∞+ −−

−++
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 0 2

1

0

1

)1()1(
2

cos1cos1
sin

tkk
dtt

k
d απ

α

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

， 

再作变量代换 θtan
1
1

=
+
− t

k
k

，则  
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∫
∞+ −

−++0 2

1

)1()1(
2

tkk
dttα = 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+ ∫∫ −−−

2
1

21
1

1
1

2
1,

21
1

1
1

cossin
1
1

1
2tan

1
1

1
2 2

0
112

0
1

αααα

θθθθθ

αα

π
αα

απ
α

α

k
k

k
B

k
k

k

d
k
k

k
d

k
k

k

 

πα
π

α

2
sin1

1
1

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

k
k

k
，  

这里最后一个等式利用了余元公式。所以  

πα
π

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

α
π

α

2
sin1

1
1

1
cos1cos1

sin
0

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

+
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫

−

k
k

kk
d

。 

11．设 ，正整数 。证明 10 <≤ h 3≥n
( )
( ) hdtt n

nh n

2

2
1

0
2

3
2

2)1(
Γ
Γ

≥−
−−

∫
π

。 

证 作变量代换 ，则 hut =

∫∫∫
−−−

−≥−=−
1

0
2

3
21

0
2

3
22

0
2

3
2 )1()1()1( dtuhdtuhhdtt

nn
h

n

， 

再作变量代换 θsin=u ，得到 

∫
−

−
1

0
2

3
2 )1( dtuh

n

= 22
0

1 1cos ,
2 2 2

n h nh d B
π

θ θ− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

1 1 1
2 2 2

2 2
2 2

n n
h h

n n
π

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

所以 

( )
( ) hdtt n

nh n

2

2
1

0
2

3
2

2)1(
Γ
Γ

≥−
−−

∫
π

。 
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