
习  题  12.3  Taylor 公式 

 
 
1. 对函数 应用中值定理证明：存在yxyxf cossin),( = )1,0(∈θ ，使得 

6
sin

3
sin

66
cos

3
cos

34
3 πθπθππθπθπ

−= 。 

证 设 0 0( , ) (0,0), ( , ) ( , )
3 6

x y x y π π
= ∆ ∆ = ，对函数 yxyxf cossin),( = 应用微分

中值定理（即 时的 Taylor公式），可知存在0k = )1,0(∈θ ，使得 
3 ( , ) (0,0)
4 3 6

f fπ π
= − = ( , ) ( , )x yf x y x f x y yθ θ θ θ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆  

cos cos sin sin
3 3 6 6 3 6
π πθ πθ π πθ πθ

= − 。 

2. 写出函数 在点 的 Taylor
展开式。 

986223),( 2233 +−−−−+= yxxyyxyxyxf )2,1(

解    3 3 2( , ) 3[( 1) 1] [( 2) 2] 2[( 1) 1] [( 2) 2]f x y x y x y= − + + − + − − + − +

     22[( 1) 1][( 2) 2]x y− − + − + 6[( 1) 1] 8[( 2) 2] 9x y− − + − − + +  

2 214 13( 1) 6( 2) 5( 1) 12( 1)( 2) 4( 2)x y x x y y= − − − − − + − − − − + −  

3223 )2()2)(1(2)2()1(2)1(3 −+−−−−−−−+ yyxyxx 。 

注  本题也可设 ，于是 1, 2u x v y= − = −

( , ) ( 1, 2)f x y f u v= + +  

3 3 2 23( 1) ( 2) 2( 1) ( 2) 2( 1)( 2) 6( 1) 8( 2)u v u v u v u v= + + + − + + − + + − + − + + 9， 

展开后再用 代换回来。 1, 2u x v y= − = −

3. 求函数 在 点的 Taylor 展开式（展开到三阶
导数为止）。 

)1ln(sin),( yxyxf += )0,0(

解  
3 2 3

3 3( , ) ( ( ))( ( ))
6 2 3
x y yf x y x o x y o y= − + − + +  

( )2 2 21 ( )
2

xy xy o x y= − + + 3 。 

4. 求函数 在 点的 阶 Taylor展开式，并写出余项。 yxyxf += e),( )0,0( n

解 n
n Ryx

n
yxyxyxf ++++++++= )(

!
1)(

!2
1)(1),( 2 , 
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其中 )(1)(
)!1(

1 yxn
n eyx

n
R +++

+
= θ 。 

5. 设 0,cos),( >= x
x

yyxf 。 

（1） 求 在 点的 Taylor 展开式（展开到二阶导数），并
计算余项 ； 

),( yxf )0,1(

2R
（2） 求 在 点的 k阶 Taylor展开式，并证明在 点的某

个领域内，余项 满足当

),( yxf )0,1( )0,1(

kR ∞→k 时， 。 0→kR

解 （1） 2
22

2
1)1()1(1),( Ryxxyxf +−−+−−= ， 

3

2
1 ( 1) (1 ( 1),
3!

)R x y f x
x y

yθ θ
⎡ ⎤∂ ∂

= − + + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 

3 2 2
4 3 2

cos sin cos sin( 1) ( 1) ( 1)
2 6

3x x y x y yη η η
ξ ξ ξ

= − − − − + − +
η
ξ
， 

其中 )1(1 −+= xθξ ， yθη = ， 10 <<θ 。 

（2） ∑∑
=

−−

=
+−−−+=

n

j
k

jjnjnj
n

k

n
RyxjjnC

n
yxf

01
])1)(

2
cos()!()1(

!
1[1),( π ， 

∑
+

=

−+
+−

−+
+ −+−+−

+
=

1

0

1
2

1
1 )1)(

2
cos(1)!1()1(

)!1(
1 k

j

jjk
jk

jkj
kk yxjjkC

k
R πη

ξ
。 

当 时，1=x 1=ξ ，对任意 ),( +∞−∞∈y ， 0→kR )( ∞→k 显然成立； 

当
3
1|1|0 <−< x 时，

3
4

3
2

<< ξ ，
2
11

<
−
ξ

x
，于是对任意 ),( +∞−∞∈y ，有

 

∑
+

=

−+
+−

−−+
−+

+
+

≤
1

0

1
2 |||1|

||
1)!1(

)!1(!
)!1(

)!1(
1||

k

j

jjk
jkk yxjk

jkj
k

k
R

ξ  

j
jkk

j
yx

j

−++

=
∑

−
=

11

0

1
!

11
ξξ

j

j

k

x
y

j
x

∑
∞

=

+

−
−

≤
0

1

1!
111 ξ

ξξ
1

1
11 −

+
−

= x
yk

ex
ξ

ξξ
， 

因此也成立 （ ）。  0→kR ∞→k

6. 利用 Taylor公式近似计算 （展开到二阶导数）。 03.296.8
解 考虑 2( , ) (9 ) yf x y x += + 在 (0 点的 Taylor公式: ,0)

2 2 2
2

81( , ) 81 18 81ln 9 (9 18ln 9) ln 9 ( , )
2

f x y x y x xy y R x y= + + + + + + + ， 

于是 
03.296.8 = ( 0.04,0.03)f − 81 18( 0.04)≈ + − + 81ln9 0.03⋅  
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2 2+(-0.04) +(9+18ln9) (-0.04) 0.03+81/2 ln (9) 0.03⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2  
≈85.74。 

7．设 在),( yxf 2R 上可微。 与 是1l 2l
2R 上两个线性无关的单位向量（方

向）。若 

0),( ≡
∂
∂ yx
l
f

i

， 2,1=i ， 

证明：在 2R 上 常数。 ≡),( yxf
证 设 1 1 1(cos ,sin )α α=l 2 2 2(cos ,sin )。由于 在),( yxf 2R 上可微， α α=l，

1 1
1

( , ) ( , ) cos ( , ) sin 0x y
f x y f x y f x y
l

α α∂
= +

∂
≡ ，  

2 2
2

( , ) ( , ) cos ( , ) sin 0x y
f x y f x y f x y
l

α α∂
= +

∂
≡ 。 

因为 与 线性无关，所以 1l 2l

1 1

2 2

cos sin
0

cos sin
α α
α α

≠ ， 

因此上面的线性方程组只有零解，即 
( , ) 0xf x y ≡ ， ( , ) 0yf x y ≡ 。 

于是由推论 12.3.1知道 ≡),( yxf 常数。 

8．设
x
yyxf sin),( = （ ），证明： 0≠x

0),( ≡⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ yxf

y
y

x
x

k

， 。 1≥k

证 因为 

2

1( , ) cos cos 0y y yx y f x y x y
x y x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞+ = ⋅ ⋅ − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⋅ ≡ , 

所以当 时成立 1k >

( , )
k

x y f x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1

( , ) 0
k

x y x y f x y
x y x y

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 。 
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习  题 12.4  隐函数 
 

1． 求下列方程所确定的隐函数的导数或偏导数： 

（1） ，求0sin 2 =−+ xyey x

x
y

d
d
； 

（2） ，求xy yx =
x
y

d
d
； 

（3）
x
yyx arctanln 22 =+ ，求

x
y

d
d
； 

（4） 0arctan =−
+

a
y

a
yx

，求
x
y

d
d
和 2

2

d
d

x
y
； 

（5） lnx z
z y
= ，求

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（6） ，求0=− xyzez

x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

； 

（7） ，求33 3 axyzz =−
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

； 

（8） ，求0),,( =+++ xzzyyxf
x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 

（9） ，求),( yzxzfz −=
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
和 2

2

x
z

∂
∂
； 

（10） 0),,( =+++ zyxyxxf ，求
x
z
∂
∂
，

y
z
∂
∂
， 2

2

x
z

∂
∂
和

yx
z
∂∂

∂ 2

。 

解  （1）设 ，则 2( , ) sin 0xF x y y e xy= + − =

2

cos 2

x
x

y

Fdy y e
dx F y xy

−
= − =

−
。 

（2）设 ，则  ( , ) 0y xF x y x y= − =

( ln )
( ln )

x

y

Fdy y x y y
dx F x y x x

−
= − =

−
。 

注  本题也可先在等式 两边取对数，然后设 xy yx =

( , ) ln ln 0G x y y x x y= − = 。 

（3）设 2 2( , ) ln arctan 0yF x y x y
x

= + − = ，则 

x

y

Fdy x y
dx F x y

+
= − =

−
。 
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（4）设 ( , ) arctan 0x y yF x y
a a
+

= − = ，则 

2

2( )
x

y

Fdy a
dx F x y

= − =
+

， 

2 2

2 3

2 1
( )

d y d dy a dy
dx dx dx x y dx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

= = − +⎜ ⎟ ⎜+⎝ ⎠ ⎝

2
2 2

5

2 [ ( )
( )

a a x y
x y

= − + +
+

]。 

（5）设 ( , , ) ln 0x zF x y z
z y

= − = ，则 

x

z

Fz z
x F x z
∂

= − =
∂ +

，
2

( )
y

z

Fz z
y F y x z
∂

= − =
∂ +

。 

（6）设 ( , , )F x y z = 0ze xyz− = ，则 

x
z

z

Fz yz
x F e xy
∂

= − =
∂ −

y
z

z

Fz xz
y F e xy
∂

= − =
∂ −

， ，

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ 2( )

z
z z

y z yz ze y
e xy x e xy x

∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ − −⎜ ⎟− ∂ − ∂⎝ ⎠

2

2

2
( )z

y z
e xy

=
− 3

22

)( xye
ezy

z

z

−
− ， 

2z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

1
( )

z
z z

z xz zz x e y
e xy x e xy x

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛= + −⎜ ⎟ ⎜− ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝
⎞− ⎟
⎠

 

z

z
e xy

=
− 2)(

2
xye

xyz
z −

+ 3

2

)( xye
exyz

z

z

−
− 。 

（7）设 3 3( , , ) 3 0F x y z z xyz a= − − = ，则 

x

z

Fz
x F
∂

= −
∂ 2

yz
z xy

=
−
，

y

z

Fz
y F
∂

= −
∂ 2

xz
z xy

=
−
， 

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ 2 2 2 2

( )
y z yz zz y

z xy x z xy x
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛= − ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− ＝ 32

3

)(
2

xyz
zxy

−
− ， 

2z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2

1 2
( )

z xz zz x z y
z xy x z xy x

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛= + −⎜ ⎟ ⎜− ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝
⎞− ⎟
⎠

 

＝ 32

2235

)(
2

xyz
zyxxyzz

−
−−

。 

（8）由 即可得到 0),,( =+++ xzzyyxf

 5



32

31

ff
ff

x
z

+
+

−=
∂
∂

，
32

21

ff
ff

y
z

+
+

−=
∂
∂

。 

（9）设 ( , , )F x y z = ( , ) 0z f xz z y− − = ，则 

x

z

Fz
x F
∂

= −
∂

1

1 21
zf

xf f
=

− −
，

y

z

Fz
y F
∂

= −
∂

2

1 21
f

xf f
= −

− −
， 

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

1 11
1 2

1
1

z z
12

zf z z x f z f
xf f x x x

⎡∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎤

⎢ ⎥− − ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 

1
1 11 12 212

1 2(1 )
zf z z z z

22f x z x f x f z x f f
xf f x x x x

⎡ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− − ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎤  

＝
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++
∂
∂

−− 22

2

1211

2

1
21

22
1

1 f
x
zf

x
zxz

x
zf

x
zxzf

x
z

fxf
。 

(10) 由 0),,( =+++ zyxyxxf 即可得到 

3

321

f
fff

x
z ++

−=
∂
∂

，
3

32

f
ff

y
z +

−=
∂
∂

， 

2

2

z z
x x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

11 12 13 21 22 23
3

1 1 1z zf f f f f
f x
⎡ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

f
x

⎤  

1 2
31 32 33

3

1f f zf f f
f x
+ ⎡ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎤  

2 2
3 11 12 22 3 1 2 13 23 1 2 333

3

1 ( 2 ) 2 ( )( ) ( )f f f f f f f f f f f f
f

⎡ ⎤= − + + − + + + +⎣ ⎦， 

2z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

21 22 23
3

1 1 zf f f
f x
⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦

2
31 32 332

3

1f zf f f
f x

⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 

2
3 12 22 2 3 13 2 1 2 33 3 1 2 233

3

1 ( ) ( ) ( 2 )f f f f f f f f f f f f f f
f

⎡ ⎤= − + − + + − +⎣ ⎦。 

2. 设 确定 为 的隐函数，验证 )tan( yxy += y x

8

24

3

3 )583(2
d
d

y
yy

x
y ++

−= 。 

证  由 
2 2' sec ( )(1 ') (1 )(1 ')y x y y y= + + = + + y  

解出 
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        2

1' 1y
y

= − − ， 

再求二阶和三阶导数，有 

3 3

2 2'' 'y y
y y

= = − − 5

2
y
， 

4 6

6 10''' 'y y
y y

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 2

8

2(3 8 5)y y
y
+ +

− 。 

3. 设φ是可微函数，证明由 0),( =−− bzcyazcxφ 所确定的隐函数

满足方程 ),( yxfz =

c
y
zb

x
za =

∂
∂

+
∂
∂

。 

证  由 0),( =−− bzcyazcxφ 可得到 

1 1

1 2 1

c cz

2x a b a b
φ φ

φ φ φ
∂

= − =
∂ − − + φ

， 2 2

1 2 1

c cz
y a b a b 2

φ φ
φ φ φ φ

∂
= − =

∂ − − +
， 

所以 

c
y
zb

x
za =

∂
∂

+
∂
∂

。 

4. 设方程 确定隐函数0),( 11 =++ −− zxyzyxφ ),( yxfz = ，证明它满足方程 

xyz
y
zy

x
zx −=

∂
∂

+
∂
∂

。 

证  由于 

21 22
2 1

1 2
1 2

1

1 1 ( )

z
yz x yz x

x x x y
y x

φ φ
φ φ
φ φφ φ

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ −∂ ⎝ ⎠= − =
∂ ++

，
1 22 2

1 2

1 2
1 2

1

1 1 ( )

z
y xz xyz

y y
y x

φ φ

x y
φ φ
φ φφ φ

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟ −∂ ⎝ ⎠= − =

∂ ++
， 

所以 

xyz
y
zy

x
zx −=

∂
∂

+
∂
∂

。 

5. 求下列方程组所确定的隐函数的导数或偏导数： 

（1）  求
⎩
⎨
⎧

=++
=−−

,432
,0

2222

22

azyx
yxz

x
y

d
d
，

x
z

d
d
， 2

2

d
d

x
y
和 2

2

d
d

x
z
； 

（2）   求
⎩
⎨
⎧

=+
=+

,1
,0

xvyu
yvxu

x
u
∂
∂
，

y
u
∂
∂
， 2

2

x
u

∂
∂
和

yx
u
∂∂

∂ 2

； 

（3）  求
⎩
⎨
⎧

−=
+=

),,(
),,(

2 yvxugv
yvuxfu

x
u
∂
∂
和

x
v
∂
∂
； 

（4）  求
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+=

,
,
,

22vuz
vuy
vux

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
； 
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（5）  求
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
=
=

,
,sin
,cos

22 vuz
vey
vex

u

u

x
z
∂
∂
和

y
z
∂
∂
。 

解 （1）在方程组中对 x求导，得到 

2 2 0,

2 4 6 0

dz dyx y
dx dx

dy dzx y z
dx dx

⎧ − − =⎪⎪
⎨
⎪ + + =
⎪⎩

,
  

由此解出 

)62(
)61(

zy
zx

dx
dy

+
+

−= ，
z

x
dx
dz

31+
= 。 

再求二阶导数，得到 

2

2

d y
dx 2 2

(1 6 ) (1 6 ) ( 3)
(2 6 ) (2 6 ) 2 (1 3 )

z x z dy x d
y z y z dx y z dx

+ + −
= − + +

+ + +
z  

2 2 2

2 2 3

1 1 (1 6 ) 3 2
2 1 3 2 (1 3 ) (1 3 )

x z x
y z y z z
⎡ ⎤+

= − − −⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦
， 

2 2

2 2

1 3 1 3
1 3 (1 3 ) 1 3 (1 3 )

d z x dz x
dx z z dx z z

= − = −
+ + + + 3 。 

(2) 在方程组中对 x求偏导，得到 

0,

0,

u vu x y
x x

u vy v x
x x

∂ ∂⎧ + + =⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ + + =
⎪ ∂ ∂⎩

 

解此方程组，得到 

22 xy
vyux

x
u

−
−

=
∂
∂ , 2 2

v vx uy
x y x
∂ −

=
∂ −

。 

在方程组中对 y求偏导，得到 
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0,

0,

u vx v y
y y

u vu y x
y y

∂ ∂⎧ + + =⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ + + =
⎪ ∂ ∂⎩

 

解此方程组，得到 

22 xy
uyvx

y
u

−
−

=
∂
∂ , 2 2

v ux vy
y y x
∂ −

=
∂ −

。 

于是 
2

2

u
x
∂
∂ 2 2 2 2 2

1 2
( )

u v ux vyu x y x
y x x x y x

∂ ∂ −⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟− ∂ ∂ −⎝ ⎠

2 2

2 2 2

2 ( ) 4
( )

u x y xyv
y x
+ −

=
−

,  

2u
x y
∂
∂ ∂ 2 2 2 2 2

1 2
( )

v u vx uyv x y x
y x x x y x

∂ ∂ −⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟− ∂ ∂ −⎝ ⎠

2 2

2 2 2

2 ( ) 4
( )

v x y xyu
y x
+ −

=
−

。 

(3) 在方程组中对 x求偏导，得到 

1 2

1 2

,

1 2

u u vu x f f
x x x
v u vg vyg ,
x x x

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨
∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪ = − +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 

解此方程组，得到 

)12)(1(
)12(

2112

2112

−−−
−+

=
∂
∂

vygxfgf
vygufgf

x
u , 

)12)(1(
)1(

2112

1111

−−−
−−

=
∂
∂

vygxfgf
gufgxf

x
v

。 

(4) 在方程组中分别对 x与 y求偏导，得到 

1 ,

0 ,

u v
x x
u v
x x

∂ ∂⎧ = +⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ = −
⎪ ∂ ∂⎩

 与 

0 ,

1 ,

u v
y y
u v
y y

∂ ∂⎧ = +⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = −
⎪ ∂ ∂⎩

， 

解此两方程组，得到 

1
2

u v
x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 与 1
2

u v
y y
∂ ∂

= − =
∂ ∂

， 

所以 
2 22 2 (z u vuv u v uv u v)

x x x
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂

+ ， 

 9



2 22 2 (z u vuv u v uv u v
y y y
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂

)− 。 

 (5) 在方程组中对 x求偏导，得到 

1 cos sin

0 sin cos

u u

u u

u ve v e v ,

,

x x
u ve v e v
x x

∂ ∂⎧ = −⎪⎪ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂⎪ = +
⎪ ∂ ∂⎩

， 

解此方程组，得到 

cos , sinu uu ve v e v
x x

− −∂ ∂
= = −

∂ ∂
， 

所以 

2 2z u vu v
x x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

∂
∂

2( cos sin )
u

u v v v
e
−

= 。 

在方程组中对 y求偏导，得到 

0 cos sin

1 sin cos

u u

u u

u ve v e v
y y

u ve v e v
y y

,

,

∂ ∂⎧ = −⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = +
⎪ ∂ ∂⎩

， 

解此方程组，得到 

sin , cosu uu ve v e v
x x

− −∂ ∂
= =

∂ ∂
， 

所以 

2 2z u v
y

u v
y y
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

＝
2( cos sin )

u

v v u v
e
+

。 

6．求微分 

（1） 022 =−++ xyzzyx ，求 ； zd

（2）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=+

,
sin
sin

,

v
u

y
x

vuyx
 求 与 。 ud vd

解  (1) 直接对等式两边求微分，得到 

12 (dx dy dz yzdx xzdy xydz
xyz

+ + − + + =) 0， 

由此解出 
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dy
xyxyz
xyzxz

dx
xyxyz

xyzyz
dz

−

−
+

−

−
=

2
。 

(2) 直接在方程组中求微分，得到 

2 2

,
1 cos sin cos ,

sin sin

dx dy du dv
x u u vdx dy du dv

y y v v

+ = +⎧
⎪
⎨ − = −⎪⎩

 

解此方程组，得到 

dy
uyvx

uvxdx
uyvx

vxvdu
coscos

sincos
coscos

cossin
+
−

+
+
+

= , 

dy
uyvx

uuydx
uyvx

vuydv
coscos
sincos

coscos
sincos

+
+

+
+
−

= 。 

7． 设 是由方程组
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
),(

yzz
yxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=−−

0,

,0),(

y
zxyG

zyxyF
所确定的向量值隐函

数，其中二元函数 和 分别具有连续的偏导数，求F G
dy
dx
和

dy
dz
。 

解  (1) 在方程组中对 y求导数，有 

1 2

1 22

1 1 0,

1 0,

dx dzF F
dy dy

dx z dzx y G G
dy y y dy

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − =⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

=

， 

解此方程组，得到 

)(
)(

12
2

21

2212
2

21

GFyGFy
GFzyGFxyGyF

dy
dx

−
−++

= ， 

)(
)(

12
2

21

11
2

12
3

21

GFyGFy
GFyxyGFyGzF

dy
dz

−
+−−

= 。 

8. 设 具有二阶连续偏导数。在极坐标 变换下，求 ),( yxf
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sin
,cos

ry
rx

2

2

2

2

y
f

x
f

∂
∂

+
∂
∂

 

关于极坐标的表达式。 
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解   经计算，有 

cos sinf f x f y f f
r x r y r x

θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂y
， 

sin cosf f x f y f fr r
x y x

θ θ
θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂y

， 

     
2 2 2 2

2 2cos cos sin sin cos sin
2

2

f f f f f
r x y x x y

θ θ θ θ θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠y
∂
∂

 

2 2
2 2

2 2cos 2cos sin sin
2f f f

x y x y
θ θ θ θ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

∂
∂
， 

2

2

f
θ
∂

=
∂

2 2

2cos sin sin sin cosf f fr r r r r f
x y x

θ θ θ θ θ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− − − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠y x∂
 

2 2

2cos sin cosf fr r r
x y y

θ θ θ
⎛ ⎞∂ ∂

+ − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2 2
2 2 2

2 2cos sin sin 2sin cos cos
2f f f fr r r f

x y x y x
θ θ θ θ θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠y

， 

容易验证 

         
r
f

r
f

rr
f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 11

2

2

22

2

θ
＝

2 2

2 2

f f
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
。 

9. 设二元函数 具有二阶连续偏导数。证明：通过适当线性变换 f

⎩
⎨
⎧

+=
+=

,
,

yxv
yxu

µ
λ
 

 可以将方程 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
fC

yx
fB

x
fA  （ ）. 02 <− BAC

 化简为 

0
2

=
∂∂

∂
vu
f

。 

 并说明此时 µλ , 为一元二次方程 的两个相异实根。 02 2 =++ CtBtA

证  经计算，有 

f f u f v f f
x u x v x u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

          f f u f v f f
y u y v y u

λ µ
v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， 
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2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

f f u f v f u f v f f f
x u x v u x u v x v x u v u v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， 

 
2 2 2 2 2

2 2 2

f f u f v f u f v
y u y v u y u v y v

λ µ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠y
∂
∂

 

2 2
2 2

2 22
2f f f

u v u
λ λµ µ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ y

∂
∂
， 

 
2 2 2 2 2

2 2

f f u f v f u f v
y x u y v u y u v y v y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2

2 2( )
2f f f

u v u
λ λ µ µ

v
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

， 

所以 

2 2

2 20 2
2f f fA B C

x x y y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂  

2 2
2 2

2 2( 2 ) ( 2 )f fA B C A B C
u v

λ λ µ µ∂ ∂
= + + + + +

∂ ∂

2

2[ ( ) ] fA B C
v u

λ µ λµ ∂
+ + + +

∂ ∂
。 

由条件 知一元二次方程 有两个相异实

根，所以只要取

02 <− BAC 02 2 =++ CtBtA

µλ , 为方程的两个相异实根。此时由 2B
C

λ µ+ = − 与

A
C

λµ = ，可得 

( )A B Cλ µ λµ+ + + =
2

2 0AC B
C
−

≠ ， 

于是原方程化简为 0
2

=
∂∂

∂
vu
f

。 

10. 通过自变量变换  变换方程 
⎩
⎨
⎧

=
=

η

ξ

e
,e

y
x

02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
zcy

yx
zbxy

x
zax ， 为常数。 cba ,,

解  由 ln , lnx yξ η= = ，可得 

1z z
x x x

zξ
ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
，

1z z
y y y

zη
η η

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
， 

2 2

2 2 2 2

1 1z z z
x x xξ ξ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

2 2

2 2 2 2

1 1z z
y y y

z
η η

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂

2 21z z
y x xy η ξ
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

。 ， ，

代入原方程，得到 
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2 2 2z2 2
2 22z zax bxy cy

x x y y
∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂

∂
= 02 2

22

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

ηηηξξξ
zzczbzza 。 

11．通过自变量变换
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−=

yxv
yxu

2
,2
  变换方程 

0,
2
1

2

2

2

2

>
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂ y

y
z

y
zy

x
z

。 

解  经计算，有 

z z u z v z z
x u x v x u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

，
1z z u z v z z

y u y v y u vy
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

， 

    
2 2 2 2

2 2 2z z z
2

z
x u v u
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂v

，
2 2

2 23

1 1 2
2

z z z z z
y u v y u v uy

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2

z
v
∂
∂
。 

代入原方程，得到 

2 2

2 2

1
2

z z zy
x y y
∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂

2

4 0z
u v
∂

=
∂ ∂

， 

所以原方程变换为 

2

0z
u v
∂

=
∂ ∂

。 

12．导出新的因变量关于新的自变量的偏导数所满足的方程： 

（1）用
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

yx
v

yxu
11

,22

 及 )(ln yxzw +−= 变换方程 

zxy
y
zx

x
zy )( −=

∂
∂

−
∂
∂

； 

（2）用 及
⎩
⎨
⎧

+=
=

yxv
xu ,

zyxw ++= 变换方程 

012 2

22

2

2

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∂∂
∂

−
∂
∂

y
z

x
y

yx
z

x
z

； 

（3）用
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

x
yv

yxu ,
及

x
zw = 变换方程 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z

。 

解 （1）由 得到 )(ln yxzw +−=
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1z wz
x x
∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ 2

12 1w wz x
u x v
∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ ， 

1z wz
y y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2

12 1w wz y
u y v

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+ 。 

代入 

zxy
y
zx

x
zy )( −=

∂
∂

−
∂
∂

， 

得到 

22 w y wz xy y
u x v
∂ ∂⎛ ⎞− +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ 22 (w x wz xy x z y x

u y v
⎛ ⎞∂ ∂

− − + − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
) 0= ， 

化简后得到 

0w
v

∂
=

∂
。 

(2) 由 zyxw ++= 得到 

1z w
x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

1w w
u v
∂ ∂

= + −
∂ ∂

， 1z w
y y
∂ ∂

= −
∂ ∂

1w
v

∂
= −
∂

， 

2 2

2 2

z w
x u
∂ ∂

=
∂ ∂

2 2

22 w w
u v v
∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

，
2 2z w

x y u v
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

2

2

w
v

∂
+
∂
，

2 2

2

z w
y v2

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

代入 

012 2

22

2

2

=
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∂∂
∂

−
∂
∂

y
z

x
y

yx
z

x
z

， 

得到 

0)1( 2

2

2

2
=

∂
∂

−+
∂
∂

v
w

u
v

u
w

。 

(3) 由
x
zw = 得到 

z ww x
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

w y ww x
u x v
∂ ∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

，
z wx
y y
∂ ∂

= =
∂ ∂

w wx
u v
∂ ∂

+
∂ ∂

， 
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2

2 2

z w y w
x u x v
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2 3

2w y w w y w y wx
u x v u x u v x v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

2  

2 w
u
∂

=
∂

2 2 2

2 3

2w y w yx
u x u v x v
∂ ∂

+ − +
∂ ∂ ∂ ∂

2

2

w∂
，  

2 2 2

2 2(1 )z w w y w yx
2

2

w
x y u u x u v x v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

2 2 2

2 2

12z w wx
y u u v x
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

2

w
v
。 

代入 

02 2

22

2

2

=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z

， 

得到 

2

2 0w
v

∂
=

∂
。 

13．设 ，而 是由方程),( txfy = t 0),,( =tyxF 所确定的 yx, 的隐函数，其
中 和 都具有连续偏导数。证明 f F

t
F

y
F

t
f

x
F

t
f

t
F

x
f

dx
dy

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 。 

证   设由方程 所确定的隐函数为0),,( =tyxF ( , )t h x y= ，于是就由方程 

(( , ) , ( , ))y f x t f x h x y= = 确定了隐函数 ( )y y x= ，并由此可知 t也是 x的一 

元函数，即 ( ), ( ) ( )t h x y x t x= = 。 
首先在等式 ( )( , , ) , ( ), ( ) 0F x y t F x y x t x= = 两边对 x求导，得到 

0F F dy F dt
x y dx t dx

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
= ， 

解出 
F F d

dt
y

x y dx
Fdx
t

∂ ∂
+

∂ ∂= −
∂
∂

， 

然后再在等式 ( ), ( )y f x t x= 两边对 x求导，得到 
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1dy f f dt f f F F dy F
dx x t dx x t x y dx t

−⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
， 

从而解出 

t
F

y
F

t
f

x
F

t
f

t
F

x
f

dx
dy

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 。 

14. 设二元函数 具有连续偏导数，证明：存在一对一的

连续的向量值函数 ，使得 
RR →2:),( yxf

2:)( RRG →t

≡Gf 常数。 

证  若函数 恒等于常数，则任意的一对一的连续的向量值函数

（例如 ）都满足要求。 
( , )f x y

2:)( RRG →t ( ) ( , )t t t=G
现假设函数 不恒等于常数，则存在( , )f x y 0 0( , )x y ，使得 0 0( , )xf x y 和

0 0( , )yf x y 不全为 0，不妨设 0 0( , ) 0yf x y ≠ 。记 0 0( , ) ( , ) ( , )F x y f x y f x y= − ，它

满足定理 12.4.1的所有条件，所以在 0x 的邻域 存在严格单调的连

续函数 满足

( , )a b

( )y g x= ( , ( )) 0F x g x ≡ ，即 ( , ( ))f x g x ≡常数。 

设
1tan
2

x at
b a

π −⎛= ⎜ −⎝ ⎠
⎞− ⎟的逆函数为 ( ) : ( , ) ( , )x x t a b= −∞ +∞ → ，则 

( )( ) ( ), ( ( ))t x t g x t=G  
是 的一对一的连续的向量值函数，满足题目要求。 2→R R
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