
习  题  13.5  微分形式 

 
1. 计算下列外积： 
（1） ； )6()7( 2 dzxdyydxdyzxdx +−∧+

（2） )sin(sin)cos(cos xdyydxxdyydx −∧+ ； 
（3） )()276( dzdydxdzdxdydx ++∧∧+∧ 。 
解（1）  )6()7( 2 dzxdyydxdyzxdx +−∧+

= dydxyzx ∧+− )7( 22 dxxdzdzdyz ∧−∧+ 642 2 。 
（2） )sin(sin)cos(cos xdyydxxdyydx −∧+  

= dydxyx ∧+− )sin( 。 
（3） )()276( dzdydxdzdxdydx ++∧∧+∧  

  = dzdydx ∧∧− 21 。 
2. 设 
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求ω η+ 和ω η∧ 。 

解 3122211110 )( dxdxbadxdxbdxaa ∧++∧++=+ηω  

3213 dxdxdxb ∧∧+ 43243 )( dxdxdxba ∧∧++ ； 

   2110 dxdxba ∧=∧ηω 321303120 dxdxdxbadxdxba ∧∧+∧+  

     43240 dxdxdxba ∧∧+ 432141 dxdxdxdxba ∧∧∧+ 。 
3. 求 
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的标准形式。 
解  

=ω 31211 dxdxdxdxx ∧+∧ 323
2
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2 )( dxdxdxxx ∧∧+− 。 

4. 证明外积满足分配律和结合律。 
证 由外积的线性性质，只需对 σηω ,, 分别是 −p 形式、 形式和−q −r 形
式的情形证明即可。 
设 K
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5. 写出微分形式 在下列变换下的表达式： zyx ddd ∧∧

（1）柱面坐标变换 
x r y r z z= = =cos , sin ,θ θ ； 

（2）球面坐标变换 
x r y r z r= = =sin cos , sin sin , cosϕ θ ϕ θ ϕ  。 

解 （1）由  
dzdzdrdrdydrdrdx =+=−= ,cossin,sincos θθθθθθ ， 

得到  
=∧∧ dzdydx dzdrdr ∧∧ θ 。 

（2）由  
θθϕϕθϕθϕ drdrdrdx sinsincoscoscossin −+= ， 

      θθϕϕθϕθϕ drdrdrdy cossinsincossinsin ++= ， 
      ϕϕϕ drdrdz sincos −= ， 

得到 
 。 =∧∧ dzdydx θϕϕ dddrr ∧∧sin2
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证 由于  

),,2,1,( njixxxx ijji =∧−=∧ ， ),,2,1(0 nixx ii ==∧ ， 
所以  

∑
=

∧∧∧=∧∧∧
n

iii
iii

n
iiin

n

nn
xxxaaa

1,,

21
21

21

2121
dddωωω  

      ∑
≤<<<≤

∧∧∧−=
n

niii
n

n
iii

n

n
xxxaaa

21

21
1

21
21 ddd)1( σ

 2



      ， n
j

i xxxa ddd)det( 21 ∧∧∧=

其中σ是排列 的逆序数。 ),,,( 21 niii
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