
习  题  15.2  含参变量的反常积分 
 
1.  证明下列含参变量反常积分在指定区间上一致收敛： 
（1）∫

∞+

+0 22
cos dx

yx
xy

， ；      （2）0>≥ ay ∫
∞+ −

+0

2sin dxe
x

x xα

α
， 00 αα ≤≤ ； 

（3） ，∫
∞+

0

4 cossin xdxxx α ba ≤≤α 。 

解  （1）因为  ≤
+ 22

cos
yx
xy

22
1

ax +
，而  ∫

∞+

+0 22
1 dx

ax
收敛，所以由

Weierstrass判别法， ∫
∞+

+0 22
cos dx

yx
xy

在 ),[ +∞a 上一致收敛。 

（2） 12sin
0

≤∫
A

xdx ，即
0

sin 2
A

xdx∫ 关于 ],0[ 0αα ∈ 一致有界；
α

α

+

−

x
e x
关于

单调，且由

x

xx
e x 1

≤
+

−

α

α
，可知当 +∞→x 时，

α

α

+

−

x
e x
关于 ],0[ 0αα ∈ 一致趋于

零。于是由 Dirichlet判别法，可知 ∫
∞+ −

+0

2sin dxe
x

x xα

α
在 ],0[ 0αα ∈ 上一致收

敛。 

   （3）由分部积分法， 

4 4
2

1 cossin cos cos
4A A

xx x xdx d x
x
αα

+∞ +∞
= −∫ ∫

 
4 4

2 2

cos cos 1 sin cos 1 cos cos
4 4 2A A

A

x x x x x xdx dx
x x

α α α α
+∞

+∞ +∞
= − − −∫ ∫

4

3x
, 

其中  

2 2

cos cos 1
A

x x
x A

α +∞
≤ ； 

再由 22

4 ),max(cossin
x

ba
x

xx
≤

αα
及 33

4 1coscos
xx

xx
≤

α
，可得到 

4

2 2

max( , )sin cos 1max( , )
A A

a bx x dx a b dx
x x

α α+∞ +∞
≤ =∫ ∫ A

 

与 
4

3 3

cos cos 1 1
2A A

x x dx dx 2x x A
α+∞ +∞

≤ =∫ ∫ 。 

当 时，上述三式关于+∞→A α在 上一致趋于零，所以原积分关于],[ ba
α在 上一致收敛。 ],[ ba
2．说明下列含参变量反常积分在指定区间上非一致收敛： 
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（1）∫
∞+

+0 2 )1(
sin dx

x
xx

α
α

， +∞<<α0 ；     （2）∫
1

0

1sin1 dx
xxα ， 20 <<α 。 

解（1）取 0
2 0

18
ε = > ， ，取0 0A∀ >

4
3,

4 0
ππ nAAnA =′′>=′ ，

1
n n

α α= = ， 

则当 充分大时， n

=
+∫

′′

′

A

A
dx

x
xx
)1(

sin
2α

α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+∫

2

22
4

3

4
2

)
4

3(116

2
)1(

sin
π
π

α
απ

π n
ndx

x
xxn

n
n

n
0

2
18

ε> = ， 

由 Cauchy收敛准则， ∫
∞+

+0 2 )1(
sin dx

x
xx

α
α

在 ),0( +∞∈α 上不一致收敛。 

   （2）作变量代换
t

x 1
= ，则 

∫∫
∞+

−=
1 2

1

0
sin11sin1 tdt

t
dx

xx αα 。 

取 0
2 0

8
ε π= > ， ，取0 0A∀ >

4
32,

4
2 0

ππππ +=′′>+=′ nAAnA ， 

12n n
α α= = − ，则当 充分大时， n

=∫
′′

′ −

A

A
tdt

t
sin1

2 α
n

n

n

n

tdt
t n 1

4
32

4
2 2

4
324

2sin1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥∫
+

+ −
ππ

ππ
π

π
π α 0

2
8
π ε> = ， 

由 Cauchy收敛准则， ∫
1

0

1sin1 dx
xxα 在 )2,0(∈α 上不一致收敛。 

3．设 在 上连续，反常积分 当)(tf 0>t ∫
∞+

0
)( dttft λ a=λ 与 b=λ 时都收敛，

证明 关于∫
∞+

0
)( dttft λ λ在 上一致收敛。 ],[ ba

证 将反常积分 写成 ∫
∞+

0
)( dttft λ

∫
+∞ =
0

)( dttft λ ∫ +−1
0

)]([ dttftt aaλ ∫
+∞ −
1

)]([ dttftt bbλ 。 

对于 ，因为 收敛从而关于∫ −1

0
)]([ dttftt aaλ ∫

1

0
)( dttft a λ在 上一致

收敛， 是 t的单调函数，且

],[ ba
at −λ 1≤−at λ ，即 在at −λ [0,1]t∈ 上关于 [ , ]a bλ ∈

一致有界，由 Abel判别法，可知 关于∫ −1

0
)]([ dttftt aaλ λ在 上一致收

敛。 

],[ ba

对于 ，因为 收敛从而关于∫
+∞ −
1

)]([ dttftt bbλ ∫
+∞

1
)( dttft b λ在 上一

致收敛， 是 的单调函数，且

],[ ba

bt −λ t 1≤−bt λ ，即 btλ− 在 [1, )t∈ +∞ 上关于
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[ , ]a bλ ∈ 一致有界，由 Abel判别法，可知 关于∫
+∞ −
1

)]([ dttftt bbλ λ在

上一致收敛。 

],[ ba

所以 关于∫
∞+

0
)( dttft λ λ在 上一致收敛。 ],[ ba

4.  讨论下列含参变量反常积分的一致收敛性： 

（1） ∫
∞+

0

cos dx
x
xy
，在 ； 00 >≥ yy

（2） ，在（I）∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α ba <<α ；（II） +∞<<∞− α ； 

（3） ，在（I） ；（II） ； ∫ −1

0

21 ln xdxx p 00 >≥ pp 0>p

（4） ，在（I）∫
∞+ −

0
sin xdxe xα 00 >≥αα ；（II） 0>α ； 

解（1） ∫
∞+

0

cos dx
x
xy

∫=
1

0

cos dx
x
xy

∫
∞+

+
1

cos dx
x
xy
， 

对于 ∫
1

0

cos dx
x
xy
，由于

xx
xy 1cos

≤ ， ∫
1

0 x
dx
收敛，由 Weierstrass 判

别法，可知 ∫
1

0

cos dx
x
xy
关于 一致收敛。 y

对于
1

cos xy dx
x

+∞

∫ ，由于
0

1

2cos
y

xydx
A

≤∫ ，即 关于

一致有界，以及

∫
A

xydx
1

cos ),[ 0 +∞∈ yy

x
1
单调，当 +∞→x 时，

x
1
关于 ),[ 0 +∞∈ yy 一致趋于

零，由 Dirichlet判别法，可知 ∫
∞+

1

cos dx
x
xy
关于 ),[ 0 +∞∈ yy 一致收敛， 

所以 ∫
∞+

0

cos dx
x
xy
关于 ),[ 0 +∞∈ yy 一致收敛。 

（ 2）（ I）当 ba <<α ，取 ，使0>A ],[),( AAba −⊂ 。则 Ax ≥∀ ，
22 )()( Axx ee −−−− ≤α ，而

2( )A x Ae d
− − −

−∞∫ x与
2( )x A

A
e

+∞ − −∫ dx

x x

收敛，由Weierstrass判

别法的证明，可知反常积分 与 在
20 ( )xe dα− −

−∞∫
2( )

0

xe dα+∞ − −∫ ),( ba∈α 上一致

收敛。所以 在∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α ),( ba∈α 上一致收敛。 

（II）当 +∞<<∞− α ，对于 ，取∫
∞+ −−

0
)( 2

dxe x α
0

1 0
e

ε = > ， ，取

，

0 0A∀ >

0 , 1A n A A n′ ′′= > = + n nα α= = ，则当 充分大时， n
22 1 ( )( ) n

A n xx

A n
e dx e dxαα′′ + − −− −

′
= =∫ ∫

21

00

1xe dx
e

ε− > =∫ ， 

由 Cauchy收敛准则， 在∫
∞+ −−

0
)( 2

dxe x α ),( +∞−∞∈α 上不一致收敛。同理 
20 ( )xe α− −

−∞∫ dx 在 ),( +∞−∞∈α 上也不一致收敛。所以 在∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α
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),( +∞−∞∈α 上不一致收敛。 
（3）（I）当 ，00 >≥ pp xxxx pp 2121 lnln 0−− ≤ ，而 收敛，由

Weierstrass判别法， 在

∫ −1

0
21 ln0 xdxx p

∫ −1

0

21 ln xdxx p ∈p ),[ 0 +∞p 上一致收敛。 

（II）当 ，取0>p 1 0np
n

= > ，由于 
11 1 11 2 2 21 1

n n
)0( +→1 1

2 2

1 1ln ln ln
2

np nn n n n

n n

x xdx x dx n
n n

−− ⎛ ⎞
≥ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ +∞→ p ， 

由 Cauchy收敛准则，可知 在∫ −1

0

21 ln xdxx p ),0( +∞∈p 上不一致收敛。 

（4）（I）当 00 >≥αα ， xx exe 0sin αα −− ≤ )0( ≥x ，而 收敛，由

Weierstrass判别法， 在

∫
+∞ −

0
0 dxe xα

∫
∞+ −

0
sin xdxe xα ),[ 0 +∞∈ αα 上一致收敛。 

（II）当 0>α ，取 0 2e πε −= ， 0A∀ > ，取 , ( 1)A n A A nπ π′ ′′= > = + ， 
1

1n n
α α= =

+
，则当 充分大时， n

( 1)

0sin 2n
n x

n
e xdx e

π α π

π
ε

+ − −≥ =∫ ， 

由 Cauchy收敛准则， 在∫
∞+ −

0
sin xdxe xα ),0( +∞∈α 上不一致收敛。 

5.  证明函数 ∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在 ),0( +∞ 上连续。 

证 任取 [ , ，] (0, )a b ⊂ +∞ 2cos
1

≤∫
A

xdx ，即 关于∫
A

xdx
1

cos ],[ ba∈α 一致有

界； αx
1
关于 单调，且x ],[ ba∈∀α 成立 axx

11
≤α ，所以当 +∞→x 时， αx

1

关于 ],[ ba∈α 一致趋于零。由 Dirichlet判别法，可知 ∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在

],[ ba∈α 上一致收敛，从而 ∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在 上连续，由 的任

意性，即知

],[ ba ba,

∫
∞+

=
1

cos)( dx
x

xF αα 在 ),0( +∞ 上连续。 

6. 确定函数 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 的连续范围。 

解  函数 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 的定义域为 。下面我们证明(0, 2)

∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 在 上 内 闭 一 致 收 敛 ， 即(0, 2) 0>∀η ，

∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 在 ]2,[ ηη −∈y 上一致收敛，从而得到 在

上的连续性。 

( )F y )2,0(
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    由于积分有两个奇点，所以将 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 写成 

2
20

sin( )
( )y y

xF y dx
x x

π

π −=
−∫ 2

2

sin
( )y y

x dx
x x

π

π π −+
−∫ )()( 21 yFyF += 。 

当 ，)1,0(∈x η−≤ 2y 时， yy xx
x

−− 2)(
sin
π η−≤ 2

sin
x

x
，而

1

20

sin x dx
x η−∫ 收敛，由

Weierstrass 判别法的证明，可知反常积分 2
1 20

sin( )
( )y y

xF y dx
x x

π

π −=
−∫ 在

]2,[ ηη −∈y 上一致收敛。 

当 ( 1,x )π π∈ − ， η≥y 时， yy xx
x

−− 2)(
sin
π ηπ −−

≤ 2)(
sin

x
x
，而 21

sin
( )

x dx
x

π

ηπ π −− −∫
收 敛 ， 由 Weierstrass 判 别 法 的 证 明 ， 可 知 反 常 积 分

2 2
2

sin( )
( )y y

xF y dx
x x

π

π π −=
−∫ 在 ]2,[ ηη −∈y 上一致收敛。 

所以 ∫ −−
=

π

π0 2)(
sin)( dx

xx
xyF yy 在 ]2,[ ηη −∈y 上一致收敛。 

7. 设 存在。证明 的 Laplace 变换 在

上连续。 
∫

∞+

0
)( dxxf )(xf ∫

∞+ −=
0

)()( dxxfesF sx

),0[ ∞+

证 由于 收敛即关于 在∫
∞+

0
)( dxxf s ),0[ +∞ 上一致收敛， 关于 单调，

且

sxe− x

1≤−sxe ，即 在sxe− ),0[),,0[ +∞∈+∞∈ sx 上一致有界，由 Abel判别法，

在 上一致收敛，从而 在 上连续。 ∫
∞+ −=

0
)()( dxxfesF sx [0, )s∈ +∞ ( )F s ),0[ +∞

8. 证明函数 ∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 在 ),( +∞−∞ 上可微。 

证 首先反常积分 ∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 对任意 ( ,t )∈ −∞ +∞ 收敛。其次有 

20

cos
1 ( )

x dx
t x t

+∞ ⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂ + +⎣ ⎦

∫ 20 2

2( ) cos
1 ( )

x t xdx
x t

+∞ +
= −

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
∫ 。 

任取[ , ， ，]a b 0>∀A 2cos
0

≤∫
A

xdx ，即 关于∫
A

xdx
0

cos ],[ bat ∈ 一致有界；

记 },max{ bac = ，当 ，cx > ],[ bat ∈ 时， 22 ])(1[
)(2

tx
tx

++
+

关于 单调，且x

22 ])(1[
)(2

tx
tx

++
+

2)(1
1

cx −+
≤ ，即当 +∞→x 时， 22 ])(1[

)(2
tx
tx

++
+

关于 一

致趋于零。由 Dirichlet判别法，可知 

],[ bat ∈

2 20

2( ) cos
[1 ( ) ]

x t xdx
x t

+∞ +
−

+ +∫ 在

上一致收敛，所以

],[ bat ∈

∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 在 ],[ bat ∈ 上可微，且有 
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         ∫
∞+

++
+

−=′
0 22 ])(1[

cos)(2)( dx
tx

xtxtI 。 

由 的任意性，即知ba, ∫
∞+

++
=

0 2)(1
cos)( dx

tx
xtI 在 ),( +∞−∞ 上可微。 

9. 利用 ∫ −
−−

=
− b

a

xy
bxax

dye
x

ee
，计算 ∫

∞+ −− −
0

dx
x

ee bxax

  （ ）。 0>> ab

解   当 时，[ , ]y a b∈ xy axe e− −≤ ，而 收敛，所以 关于

一致收敛，由积分次序交换定理， 
0

axe dx
+∞ −∫ 0

xye dx
+∞ −∫

[ , ]y a b∈

∫
∞+ −− −

0
dx

x
ee bxax

a
b

y
dydxedydyedx

b

a
xyb

a

b

a
xy ln

00
==== ∫∫∫∫∫

+∞ −−∞+
。 

10．利用 ∫=
− b

a
xydy

x
axbx cossinsin

，计算 ∫
∞+ − −

0

sinsin dx
x

axbxe px   （ ，

）。 

0>p

0>> ab

解  当 时，[ , ]y a b∈
0

2cos
A

xydx
a

≤∫ ，即
0

cos
A

xydx∫ 关于 [ , ]y a b∈ 一致有界；

pxe− 关于 单调，且当x x →+∞时， pxe− 关于 一致趋于零。由 Dirichlet
判别法， 关于

y

0
cospxe xydx

+∞ −∫ [ , ]y a b∈ 一致收敛，由积分次序交换定理， 

∫
∞+ − −

0

sinsin dx
x

axbxe px ∫∫∫∫
+∞ −∞+ − ==
00

)cos()cos( dxxyedydyxydxe pxb

a

b

a
px 。 

利用分部积分， 

∫
+∞ −
0

)cos( dxxye px
22 yp

p
+

= ， 

于是 

∫
∞+ − −

0

sinsin dx
x

axbxe px

p
a

p
bdy

yp
pb

a
arctanarctan22 −=

+
= ∫ 。 

11．利用 ∫
∞+

=
+0 2 2 axa
dx π

（ ），计算0>a ∫
∞+

++
=

0 12 )( nn xa
dxI  （ 为正整

数）。 

n

解 由于 ∫
∞+

+0 2xa
dx
对一切 ),0( +∞∈a 收敛， 20

1 dx
a a x

+∞ ∂ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠∫ ( )20 2

dx

a x

+∞ −

+
∫

关于 在 上内闭一致收敛，因此a (0, )+∞ ∫
∞+

+0 2xa
dx
在 ),0( +∞∈a 上可微且

成立 

20

d dx
da a x

+∞
=

+∫ 20

1 dx
a a x

+∞ ∂ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠∫ 2 20 ( )
dx

a x
+∞

−
+∫ ， 

所以 

2 2
dI
da a

π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

同理上述积分仍可在积分号下求导，并可不断进行下去。由 
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1 1
2 2(2 1)!!( 1)

2

n nn
n n

d na a
da

− −⎛ ⎞ −
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
 

与 

2 2

1 ( 1)
( )

n n

n n

n
a a x a x 1

!
+

∂ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ + +⎝ ⎠
， 

即可得到  

∫
∞+

++
=

0 12 )( nn xa
dxI = π2

12

!)!2(2
!)!12( +

−− n

a
n

n
。 

12．计算 ∫
∞+

−
=

1 22 1
arctan)( dx

xx
xg αα 。 

解 ∫∫
∞+∞+

+
−

−=−=
1 22

2

1 2 )1(
1sgn

2
11arctan)( dx

xx
x

x
xdg

α
ααπαα 。 

在最后一个积分中，令 12 −= xt ，则 

 ∫
∞+

+++
−=

0 2222

2

)1)(1(
sgn

2
)( dt

xt
tg

αα
ααπα  

     ∫
∞+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

++
+

−=
0 2222

2

1
1

1
1sgn

2
dt

ttαα
αααπ  

     = [ ]211||sgn
2

αααπ
+−+⋅ 。 

13．设 在 上连续，且)(xf ),0[ +∞ 0)(lim =
+∞→

xf
x

，证明 

a
bfdx

x
bxfaxf ln)0()()(

0
=

−
∫

∞+  （ ）。 0, >ba

证 设 ， 0>′>′′ AA

=
−

∫
′′

′
dx

x
bxfaxfA

A

)()(
∫∫

′′

′

′′

′
−

A

A

A

A
dx

x
bxfdx

x
axf )()(

 

      ∫∫
′′

′

′′

′
−=

Ab

Ab

Aa

Aa
dx

x
xfdx

x
xf )()(

∫∫
′′

′′

′

′
−=

Ab

Aa

Ab

Aa
dx

x
bxfdx

x
axf )()(

 

      a
bff ln)]()([ 21 ξξ −= ， 

最后一个等式利用了积分中值定理，其中 1ξ 在 Aa ′与 Ab ′之间， 2ξ 在 Aa ′′

与 之间。令 ，Ab ′′ 0+→′A +∞→′′A ，则 +∞→→ 21 ,0 ξξ ，由 在

上连续，且 ，即得 

)(xf ),0[ +∞

0)(lim =
+∞→

xf
x

           
a
bfdx

x
bxfaxf ln)0()()(

0
=

−
∫

∞+
。 

14．（1）利用
20

2 π
=∫

∞+ − dye y 推出 cy
cy

edyecL 2

0 2
)(

2

2
2

−∞+ −−

== ∫
π

（ ）； 0>c
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   （2）利用积分号下求导的方法引出 L
dc
dL 2−= ，以此推出与（1）同

样的结果，并计算 ∫
∞+ −−

0

2
2

dye y
bay

（ ）。 0,0 >> ba

解（1）令
t
cy = ，则 

2
2

2

0
( )

cy
yL c e dy

− −+∞
= =∫ ∫

∞+ −−

0 2
2

2
2

dt
t
ce t

ct
2

2
2

20

cy
y ce d

y

− −+∞
= ∫ y， 

于是 

∫∫
∞+ −−−∞+ −−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

0

2)(

0 2 )(1)(2
2

2

2
2

y
cydedy

y
cecL

c
y
cy

y
cy

。 

再令
cy
y

− = x，得到 

2
2

2

0
( )

cy
yL c e dy

− −+∞
= =∫ ∫

∞+

∞−
−

−

dxee x
c

2

2

2
2

2
ceπ −= 。 

（2）利用积分号下求导， 

=
dc
dL Ldye

y
c y

cy
212

0 2

2

2
2

−=− ∫
∞+ −−

， 

于是  
dc

L
dL 2−= ， 

对等式两边积分，得到 
 ， ceLcL 2

0)( −=

注意到
2

)0( π
=L ，所以   

cecL 2

2
)( −=

π
。 

令 yat = ，得到 

∫
∞+ −−

0

2
2

dye y
bay

= =∫
∞+ −−

0

2
21 dte

a
t
abt

abe
a

2

2
1 −π

。 

15．利用 220

)( 122

x
dte xt

+
=∫

∞+ +−

α
α ，计算 ∫

∞+

+
=

0 22

cos dx
x
xJ

α
β

（ 0>α ）。 

解 首先有 

∫
∞+

+
=

0 22

cos dx
x
xJ

α
β 2 2( )

0 0
cos t xxdx e dtαβ

+∞ +∞ − += =∫ ∫ ∫∫
+∞ +−∞+

0
)(

0
cos

22

xdxedt xt βα 。 

利用例 15.2.8的结果  
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       22

2
2cos)(

0
xt extdtexI −∞+ − == ∫

π
， 

可得  

=∫
∞+ −

0
cos

2

xdxe tx β ttx e
t

xtdxt
t

e
t

4
0

2

2 1
2

)(
2

2cos1 βπβ −∞+ − =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ ， 

于是  

== ∫
∞+ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

0

4

2
2

tdeJ t
t βα

π ||

2
βα

α
π −e ， 

其中最后一个等式利用了上题的结论。 
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