
习 题  10. 3  幂级数 
 
1. 求下列幂级数的收敛半径与收敛域。 
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所以收敛区域为 。 ( 2,0=D )

 52



（3）设∑
∞

= ⋅
−

1

2

2
)1(

n
n

n
n

n
x

∑
∞

=
=

1n

n
n xa ， =

∞→
n

nn
alim

2
1

2
)1(lim 2 =

⋅
−

∞→
n

n

n

n n
，所以收敛

半径为 2=R 。 

当 2±=x 时，∑
∞

=1n

n
n xa ∑

∞

=

−
=

1

)1(
n

n

n
，级数收敛。 

所以收敛区域为 [ ]2,2−=D 。 
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可知级数的通项 n
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由 Raabe判别法可知级数发散。 

所以收敛区域为 。 [ )1,1−=D

2. 设 a＞b＞0，求下列幂级数的收敛域。 
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x
的收敛半径为 1=R ，当 1±=x 时，级数收敛，所以
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定义域为 。 ]1,1[−=D
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∞
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∞
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0

0

1

1
)( 。 

由于 1

0 1
+

∞

=
∑

+
n

n

n r
n
a

收敛 , 可知 1

0 1
+

∞

=
∑

+
n

n

n x
n
a

在 [ ]r,0 连续 , 令 −→ rx ，得到

∫ ∑
∞

=

+

+
=r

n

nn r
n
a

dxxf
0

0

1

1
)( 。 

对
xx

xf
−

=
1

1ln1)( 利用上述结果，就得到 
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∫ =⋅
−

1
0 1

1ln
x

dx
x ∫ ∑ =

∞

=

−
1
0

1

1

n

n
dx

n
x

∑∫ ∑
∞

=

∞

=

−

=
1

1
0

1
2

1 1
n n

n

n
dx

n
x

。 

6. 证明： 

  (1)  y = ∑
∞

=0

4

)!4(n

n

n
x
满足方程 y (4) = y ;  

(2) y = ∑
∞

=0
2)!(n

n

n
x
满足方程 x y ′′  + y ' - y = 0。 

证 （1）连续 4次逐项求导，得到 

=)4(y ∑
∞

=

−

−1

44

)!44(n

n

n
x y

n
x

n

n
== ∑

∞

=0

4

)!4(
。 

（2）应用逐项求导，可得 

∑
∞

=

−

−
=

1

1

!)!1(
'

n

n

nn
xy ， ∑

∞

=

−

−
=

2

2

!)!2(
"

n

n

nn
xy ， 

于是 

+=+ 1'" yxy ∑
∞

=

−

−2

1

!)!1(n

n

nn
nx

∑
∞

=

−

−
+=

2
2

1

])!1[(
1

n

n

n
x y

n
x

n

n
== ∑

∞

=0
2)!(

。 

7. 应用幂级数性质求下列级数的和 

⑴ ∑
∞

=

−−
1

1

2
)1(

n
n

n n ;  ⑵ ∑
∞

= ⋅1 2
1

n
nn

; 

⑶ ∑
∞

=
+

+

1
14

)2(
n

n

nn ;  ⑷ ∑
∞

=

+

0

2

2
)1(

n
n

n ; 

⑸ ∑
∞

= +
−

0 )12(3
1)1(

n
n

n

n
;  ⑹ ∑

∞

= −
−

2
2 )1(2
1)1(

n
n

n

n
; 

⑺ ∑
∞

=

+

−
0

1

!
2)1(

n

n
n

n
。   

 

解 （1）设 ，令∑
∞

=

−−=
1

1)1()(
n

nn nxxf ∑
∞

=

−−−==
1

11)1()()(
n

nn nx
x
xfxg ，利用逐项

求积分可得 

2)1(
1)(
x

xg
+

= ，于是 2)1(
)(

x
xxf
+

= ， 

所以 

9
2)

2
1(

2
)1(

1

1 ==−∑
∞

=

− fn
n

n
n 。 
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（2）设 ∑
∞

=
=

1

1)(
n

nx
n

xf ，利用逐项求导可得 

x
xf

−
=

1
1ln)( ， 

所以 

∑
∞

= ⋅1 2
1

n
nn

== )
2
1(f 2ln 。 

（3）首先由逐项求积分可得 2
1

1

)1(
1
x

nx
n

n

−
=∑

∞

=

− 。设 ，

再利用逐项求积分，得到 

∑
∞

=

++=
1

1)2()(
n

nxnnxf

∫ =x dxxf
0

)( 2

3

1

2

)1( x
xnx

n

n

−
=∑

∞

=

+ ， 

于是 

3

2

)1(
)3()(

x
xxxf

−
−

= ， 

所以 

==
+

∑
∞

=
+

)
4
1(

4
)2(

1
1 fnn

n
n 27

11
。 

（4）设 ，利用逐项求积分可得 ∑
∞

=
+=

0

2)1()(
n

nxnxf

∫ =x dxxf
0

)( =+∑
∞

=

+

0

1)1(
n

nxn 2
1 )1( x

xnx
n

n

−
=∑

∞

=
， 

于是 

3)1(
1)(

x
xxf

−
+

= ， 

所以 

∑
∞

=

+

0

2

2
)1(

n
n

n 12)
2
1( == f 。 
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（5）设 ∑
∞

= +
−

=
0

2

12
)1()(

n

n
n

x
n

xf ，令 ∑
∞

=

+

+
−

==
0

12

12
)1()()(

n

n
n

x
n

xxfxg ，利用逐项求

导可得 

xxg arctan)( = ， 

于是 

x
xxf arctan)( = ， 

所以 

π
6
3)

3
1(

)12(3
1)1(

0
==

+
−∑

∞

=
f

nn
n

n 。 

（6）首先由逐项求导可得 )1ln()1(
1

1
xx

nn

n
n

+=
−

∑
∞

=

+

。设 ∑
∞

= −
−

=
2

2 1
)1()(

n

n
n

x
n

xf ，

令 ∑
∞

=

+

−
−

==
2

1
2 1

)1()()(
n

n
n

x
n

xxfxg ，则 

=)(' xg ∑
∞

=
=

−
−

2 1
)1(

n

n
n

x
n

)1ln()1(
1

1
1

xxx
nn

n
n

+=
−

∑
∞

=

+
+

， 

于是 

∫ += x dxxx
x

xf
0

)1ln(1)(
2
1

4
1)1ln()1(

2
1

+−+−= xx
x

x ， 

所以 

∑
∞

= −
−

2
2 )1(2
1)1(

n
n

n

n
)

2
1(f=

2
3ln

4
3

8
3
−= 。 

（7）设 ∑
∞

=

+−
=

0

1

!
)1()(

n

n
n

x
n

xf ，令
( )( ) f xg x
x

= ，则 

0

( 1)( )
!

n
n x

n
g x x e

n

∞
−

=

−
= =∑ ， 

因此 ( ) ( ) xf x xg x xe−= = 。所以 

∑
∞

=

+

−
0

1

!
2)1(

n

n
n

n
== )2(f 2

2
e
。 
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8．设正项级数 发散， ，且∑
∞

=1n
na ∑

=

=
n

k
kn aA

1

0lim =
∞→

n

n

n A
a

，求幂级数 的

收敛半径。 

∑
∞

=1n

n
n xa

解  设幂级数 的收敛半径为 ， 的收敛半径为 。由 n

n
n xa∑

∞

=1
1R n

n
n xA∑

∞

=1
2R

nn Aa ≤≤0 ，可知 ；又由 发散，可知21 RR ≥ ∑
∞

=1n
na 11 ≤R 。 

由于 

1limlim
1

11

1
=

−
=

+

++

∞→+∞→ n

nn
nn

n
n A

aA
A
A

， 

可知 。结合上述关系, 得到12 =R 11 =R 。 

9．设 ∑
∞

=

=
1

2

2)(
n

n
n

x
n

xf 。 

（1） 证明 在)(xf ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上连续，在 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上可导； 

（2） 在)(xf
2
1

=x 处的左导数是否存在？ 

证 （1）∑
∞

=1
2

2
n

n
n

x
n

的收敛半径为
2
1

=R ，且在
2
1

±=x ，级数收敛，由 Abel 

第二定理，∑
∞

=1
2

2
n

n
n

x
n

在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上一致收敛，所以 ∑
∞

=

=
1

2

2)(
n

n
n

x
n

xf 在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1  

上连续。 

由于 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n
n

x
ndx

d
2

2 12 −= n
n

x
n

，且对任意 0>δ ，∑
∞

=

−

1

12
n

n
n

x
n

在 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− δ

2
1,

2
1

上 

一致收敛，即∑
∞

=

−

1

12
n

n
n

x
n

在 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上内闭一致收敛，由函数项级数的逐

项求导定理， ∑
∞

=

=
1

2

2)(
n

n
n

x
n

xf 在 ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−

2
1,

2
1

上可导，且 ∑
∞

=

−=
1

12)('
n

n
n

x
n

xf 。 

（2） 在)(xf
2
1

=x 处的左导数不存在。 

令 , 则xt 2= == ∑
∞

=1
2

2)(
n

n
n

x
n

xf ∑
∞

=1
2

n

n

n
t
。令 ∑

∞

=
=

1
2)(

n

n

n
txg 。利用逐项求导 
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定理，可以得到 

∫
−

−= t du
u

utg
0

)1ln()( ， 

其中 。应用 L'Hospital法则，得到 ]1,1[−∈t

2
1

)
2
1()(

lim
2
1

−

−

−→ x

fxf

x
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−−
−

−
−

= ∫ ∫
−→

t

t
du

u
udu

u
u

t 0
1
01

)1ln()1ln(
1

2lim  

+∞=
−

−=
−

−
−

= ∫
−→−→

t

tt t
tdu

u
u

t 1 11

)1ln(2lim)1ln(
1

2lim 。 
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