
习    题  7.4 

⒈  求下列曲线所围的图形面积： 

   ⑴  y
x

=
1
， y x= ， x = 2； 

⑵  ，y x2 4= +( )1 y x2 4 1= −( )； 

⑶  y x= ， ，y x x= + sin 2 x = 0， x = π； 

⑷  ， ，y x= e y x= −e x = 1； 

⑸  ， ，y x= | ln | y = 0 x = 01. ， x = 10； 

   ⑹  叶形线 ； 
x t t
y t t

t
= −
= −

≤ ≤
⎧
⎨
⎩

2
2

0 2
2

2 3

,
,

   ⑺  星形线 ； 
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 2π

   (8)  阿基米德螺线 r a= θ, θ θ π= =0 2, ； 

(9) 对数螺线 r a= e ,θ θ θ π= =0 2, ； 

(10) 蚌线 r a b= +cosθ  （b a ）； ≥ > 0

   (11) ， rr = 3cosθ = +1 cosθ   (
33
πθπ

≤≤− )； 

(12) 双纽线 ； θ2cos22 ar =

(13) 四叶玫瑰线 r a= cos 2θ。 

   (14) Descartes 叶形线 x y ax3 3 3 y+ = ； 

   (15) x y a x y4 4 2 2 2+ = +( ) . 

 解（1）面积 2ln
2
3)ln

2
1()1(

1
222

1
−=−=−= ∫ xxdx

x
xA 。 

（2）面积
3

16)
2

2(2)1
4

()
4

1(2
2

0

22

0

22

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−= ∫∫ dyydyyyA 。 

（3）面积
2

)2cos1(
2
1sin

00

2 πππ
=−== ∫∫ dxxxdxA 。 
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（4）面积 21)(
1

0
−+=−= ∫ −

e
edxeeA xx 。 

（5）面积
1.0

1
1

101

1.0

10

1

10

1.0
)1(ln)1(lnlnlnln −−−=−== ∫∫∫ xxxxxdxxdxdxxA  

           
10
8110ln

10
99

−= 。 

（6）面积
15
8)32(2)22)(2(

2

0

4322

0

32 =+−=−−= ∫∫ dttttdttttA 。 

（7）面积 ∫∫ −=⋅= 2
0

6422
0

23 )cos(cos12cossin3cos4
ππ

dtttatdttataA  

           22

8
3

96
15

16
312 aa πππ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 。 

（8）面积 232

0

22

3
4

2
1 adaA πθθ

π
== ∫ 。 

（9）面积 == ∫
π θ θ

2

0

22

2
1 deaA

4
1 ( ) 24 1 ae −π 。 

（10）面积 ∫∫ ++=+=
ππ

θθθθθ
2

0

2222

0

2 )cos2cos(
2
1)cos(

2
1 dbabadbaA  

            =+
+

= ∫ πθθπ 22

0

2

2
2cos1

2
bda 22

2
1 ba ππ + 。 

（11）面积 

∫∫ −−
−+=+−= 3

3

3

3

22 )cos22cos43(
2
1])cos1()cos3[(

2
1 π

π

π

π θθθθθθ ddA π= 。 

（12）面积 24
0

2 2cos
2
14 adaA =⋅= ∫

π

θθ 。 

（13）面积 24
0

24
0

22

2
1)4cos1(22cos

2
18 adadaA πθθθθ

ππ

=+=⋅= ∫∫ 。 

（14）解一：令 ，则txy = 31
3

t
atx
+

= ， 3

2

1
3

t
aty
+

= ， 。 +∞→0:t

于是面积 

=A ∫
∞+

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
++0 33

2

1
3

1
3 dt

t
at

t
at = ∫

∞+

+
−

0 33

23
2

)1(
)21(9 dt

t
tta ， 

令 ，则 3tu =
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  =A 2

0 32
2

0 3
2

2
3

)1(
3

)1(
23

)1(
)21(3 adu

uu
adu

u
ua =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=
+
−

∫∫
∞+∞+

。 

解二：  将 θθ sin,cos ryrx ==  代入 x y ax3 3 3 y+ = 中，得到  

θθ
θθ
33 cossin

cossin3
+

=
ar ， ]

2
,0[ πθ ∈ ， 

于是面积 

∫∫ +
=

+
= 2

0 23

22
2

0 233

222

tan
)1(tan

tan
2

9
)cos(sin

cossin
2

9 ππ

θ
θ
θθ

θθ
θθ dadaA  

        2

0

2
3

2

2
3

1tan
1

2
3 aa

=
+

⋅−=
π

θ
。 

（15）将 θθ sin,cos ryrx ==  代入 x y a x y4 4 2 2 2+ = +( )中，得到  

θθ 44

2
2

cossin +
=

ar ， 

于是面积 

∫∫ +
+

=
+

⋅= 2
0 4

2
22

0 44

2

tan
1tan
1tan2

cossin2
14

ππ

θ
θ
θθ

θθ
dadaA ， 

令 θtan=t ，则 

∫∫
∞+

−

−∞+

+−
−

=
+
+

=
0 21

1
2

0 4

2
2

2)(
)(2

1
12

tt
ttdadt

t
taA 2

0

1
2 2

2
arctan2 atta π=

−
= ∞+

−

。 

⒉  求由抛物线 与过其焦点的弦所围的图形面积的最小值。 y a2 4= x

解  选取焦点 为极点, 轴为极轴，建立极坐标。 则由 )0,(a x

θθ sin,cos ryarx =+= 代入抛物线的方程 y a2 4 x= 中，可得抛物线的极

坐标方程为 

θcos1
2

−
=

ar 。 

设过焦点的弦的极角为α，则它与抛物线所围的面积为 

∫
+

−
=

πα

α
θ

θ
α daA 2

2

)cos1(
4

2
1)( 。 
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由 

α
α

αα
α 4

2

22
2

sin
cos8

)cos1(
1

)cos1(
12)(' aaA −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

= ， 

令 0)(' =αA ，得到
2
πα = 。由于当

2
πα < 时， 0)(' <αA ；当

2
πα > 时， 

0)(' >αA ，所以 )(αA 在
2
πα = 取到极小值，也就是最小值 )

2
(πA ： 

)
2

(πA 22
3

2

222
3

2
2

2 2
3

10
2

cot)
2

cot1(
)cos1(

12 adada =+−=
−

= ∫∫
π

π

π

π
θθθ

θ
。 

⒊  求下列曲线的弧长： 

   ⑴  ，0 4y x= 3 2/ ≤ ≤x ； 

   ⑵  x
y y

= −
2

4 2
ln
，1 ≤ ≤y e； 

⑶   ，y x= ln cos 0
2

≤ ≤ <x a
π
； 

⑷   星形线 ； 
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 2π

   ⑸  圆的渐开线 ； 
x a t t t
y a t t t

t
= +
= −

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
(cos sin ),
(sin cos ),

0 2π

   ⑹  心脏线 ，r a= −( cos1 θ) 0 2≤ ≤θ π； 

   ⑺  阿基米德螺线 r a= θ, 0 2≤ ≤θ π； 

⑻  
3

sin 3 θar = ， πθ 30 ≤≤ 。 

解（1） =+= ∫
4

0 4
91 dxxL

27
81080 −
。 

  （2）
2

1 2 1

1 1

1 11 ( ) ( )
4 2

e e eL y y dy y y dy− − 1
4
+

= + − = + =∫ ∫ 。 

  （3） 2

0 0
1 tan sec ln(tan sec )

a a
L xdx xdx a= + = = +∫ ∫ a 。 

  （4） 2

0
4 3 sin cos 6L a t tdx

π

= =∫ a。 

（5）由 ( ) cos , ( ) sinx t at t y t at′ ′= = t，可得 

 234



2 2

0
2L atdt

π
aπ= =∫ 。 

（6） 2 22 2

0 0
2 sin 8

2
L r r d a d a

π π θθ θ′= + = =∫ ∫ 。 

（7） 2 22 2 2

0 0
1L r r d a d

π π
θ θ θ′= + = + =∫ ∫ ( )22 412ln

2
41 ππππ ++++

aa 。 

（8） 3 32 2 2

0 0

3sin
3 2

L r r d a d a
π π θθ θ π′= + = =∫ ∫ 。 

⒋  在旋轮线的第一拱上，求分该拱的长度为 1:3的点的坐标。 

 解  设所求点所对应的参数为α，则  

)
2

cos1(4sin)cos1(
0

2222
1

αα
−=+−= ∫ adttataL ， 

)
2

cos1(4sin)cos1(
2 2222

2
απ

α
+=+−= ∫ adttataL ， 

由 ，得12 3LL =
2
1

2
cos =

α
，即 πα

3
2

= ，所以该点的坐标为 )
2

3,)
2
3

3
2(( aa−π 。 

⒌  求下列几何体的体积： 

    ⑴  正椭圆台：上底是长半轴为 、短半轴为 的椭圆，下底是

长半轴为

a b

A、短半轴为 B的椭圆（ ），高为 ； A a B b> >, h

    ⑵  椭球体 x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2
1+ + = ； 

    ⑶  直圆柱面 和x y a2 2+ = 2 x z a2 2 2+ = 所围的几何体； 

    ⑷  球面 和直圆柱面x y z a2 2 2+ + = 2 xx y a2 2+ = 所围的几何体。 

 解（1）
0

( )( ) (2 2
6

h A a B b hV a x b x dx AB ab Ab a
h h

)Bππ − −
= + + = + + +∫ 。 

（2） abcdz
c
zabV

c

c
ππ

3
4)1( 2

2

=−= ∫− 。 

（3）用平行于 平面的平面去截这立体的第一卦限的部分，截

面为正方形，于是 

yz0

3

0

22

3
16)(8 adxxaV

a
=−= ∫ 。 

（4）用平行于 平面的平面去截这立体，则截面积为 yz0
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∫
−

−−
−−=

2

2

2222)(
xax

xax
dyyxaxA

xa
xxaaxaxax
+

−+−−= arcsin)(22 2222 。 

由  

)
3
1(arcsinarcsin)( 32

00

22 xxad
xa

xdx
xa

xxa
aa

−
+

=
+

− ∫∫  

∫ +
−−

+
−=

aa
dx

xax
axxa

xa
xxxa

0

32

0

32

)(2
)

3
1(arcsin)

3
1( 3)

45
32

3
( a−=
π

， 

及 

 3

00

22

15
4)( adxxaxadxaxaxax

aa
=−=−− ∫∫ ， 

得到 

3)
9
8

3
2( aV −=
π

。 

⒍  证明以下旋转体的体积公式： 

    ⑴  设 是连续函数，由f x( ) ≥ 0 )(0,0 xfybxa ≤≤≤≤≤ 所表示的区

域绕 轴旋转一周所成的旋转体的体积为 y

∫=
b

a
dxxxfV )(2π ； 

    ⑵  在极坐标下，由0 0≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤α θ β π θ, r r( )所表示的区域绕极

轴旋转一周所成的旋转体的体积为 

∫=
β

α
θθθπ drV sin)(

3
2 3 。 

证（1）作区间 的划分],[ ba bxxxxaP n =<<<<= 210: , 则关于小区域 

{ )(0,),( 1 xfyxxxyx ii ≤≤≤≤− } 绕 y轴旋转所得的体积有 

)()( 2
1

2
iiii xfxxV −−≈∆ π iii xxfx ∆≈ )(2π 。  

设 )(max
1 ini

x∆=
≤≤

λ ，令 0→λ ，就有 

 。 ∫=
b

a
dxxxfV )(2π
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(2) 解一： 设 θθ cos)(rx = , θθ sin)(ry = , αα cos)(ra = , ββ cos)(rb = , 

则 

       ∫=
a
b

dxyV 2π ααπ 22 sin)(
3
1 ar− ββπ 22 sin)(

3
1 br+  

∫=
a
b

dxy 2π ∫+ b
a

xyd )(
3
1 2π ∫ −= α

β
θθθθπ drrr )sincos'(sin22   

( )∫ −++ β
α

θθθθθθπ drrrr 332322 sincossin2cossin'3
3
1  

∫= β
α

θθθπ dr sin)(
3

2 3 。 

解二： 首先，由 ar ≤≤≤≤≤ 0,0 πβθ 所表示的扇形区域绕极轴旋转一

周所成的旋转体的体积为 

       3

cos

2222 )cos1(
3

2)(cossin
3

adxxaaaV
a

a
βππββπ

β
−=−+= ∫ 。 

    然后作 ],[ βα 的划分： βθθθθα =<<<<= n210 ，考察由 

)(0,1 θθθθ rrii ≤≤≤≤− 所表示的小曲边扇形区域绕极轴旋转一周所成 

的旋转体的体积，这小区域可近似看作扇形，于是这小块的体积应近 

似等于 

   3 3
1

2 2( )(1 cos ) ( )(1 cos )
3 3i i i i iV r rπ πθ θ θ −∆ ≈ − − − θ iiir θθθπ

∆⋅≈ sin)(
3

2 3 ， 

从而  

∑
=

∆≈
n

i
iiirV

1

3 sin)(
3

2 θθθπ
。 

令 0)(max
1

→∆=
≤≤ ini

θλ ，就有   

V r= ∫
2
3

3
π

θ θ
α

β
( )sin dθ。 

⒎  求下列曲线绕指定轴旋转一周所围成的旋转体的体积： 

（1） x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ，绕 x轴； 

（2） ， ，y x= sin y = 0 0 ≤ ≤x π， 

            ①  绕 x轴，   ② 绕 轴； y
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（3） 星形线 ，绕
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 π x轴；  

（4） 旋轮线 ， 
x a t t
y a t

t
= −
= −

⎧
⎨
⎩

∈
( sin ),
( cos ),

[ , ]
1

0 2π y = 0， 

            ① 绕 轴，   ②  绕直线y y a= 2 ； 

（5） ，（x y b a2 2 2+ − =( ) 0 < ≤a b），绕 x轴； 

（6） 心脏线 r a= −( cos1 θ)，绕极轴； 

（7） 对数螺线 r a= e ,θ 0 ≤ ≤θ π，绕极轴； 

（8） ，绕( ) (x y a x y2 2 2 2 2 2+ = − ) x轴。 

 解（1） 222
2

2

3
4)( abdxxa

a
bV

a

a
ππ =−= ∫− 。 

（2）① 2

0

2

2
1sin ππ

π
== ∫ xdxV ； 

 ② 。 2

0
2sin2 ππ

π
== ∫ xdxxV

（3）  ∫∫ ==
−

π
ππ

0

2732 cossin3 tdttadxyV
a

a

   32
0

973

105
32)sin(sin6 adttta ππ

π

=−= ∫ 。 

（4）① ； 322

0

23 6)cos1)(sin(2)(2 adttttadxxxfV
b

a
πππ

π
=−−== ∫∫

② 。 322

0

23 7)cos1()]cos1(2[)2( adttataaaV πππ
π

=−−−−= ∫

（5） ( ) badxxabdxxabxabV
a

a

a

a

2222222222 24)()( πππ =−=−−−−+= ∫∫ −−
。 

（6）由第 6题（2），得 

         3

0

33

3
8sin)cos1(

3
2 adaV πθθθπ π

=−= ∫ 。 

（7） 33

0

33 )1(
15

sin
3

2 aedeaV +== ∫ ππ θ πθθπ
。 

（8） ∫= 4
0

2
3

3 sin)2(cos
3

4 π

θθθπ daV ,令 θcos=t ，则 

 238



∫ −=
1

2
1

2
3

23 )12(
3

4 dttaV π
。 

由 

∫ −
1

2
1

2
3

2 )12( dtt ∫ −−−=
1

2
1

2
1

2212
3

2 )12(6)12(
2

1 dttttt  

 31−= ∫ −
1

2
1

2
3

2 )12( dtt ∫ −−
1

2
1

2
1

2 )12(3 dtt ， 

得到 

∫ −
1

2
1

2
3

2 )12( dtt
4
1

= ∫ −−
1

2
1

2
1

2 )12(
4
3 dtt  

   
8
1)21ln(

16
23122ln122

28
3

4
1

2
1

1
22 −+=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−−= tttt ， 

所以 

∫ −=
1

2
1

2
3

23 )12(
3

4 dttaV π
= 3

3
2)12ln(2

4
a⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

π
。 

⒏  将抛物线 在y x x a= −( ) ],0[ ax∈ 和 x a c∈[ , ]的弧段分别绕 x轴旋转

一周后，所得到旋转体的体积相等，求 c与a的关系。 

解           ， ∫∫ −=−
c

a

a
dxaxxdxaxx 22

0

22 )()( ππ

积分后化简，得到  

0615102 54325 =−+− caccaa 。 

⒐  记V 是曲线( )ξ y
x
x

=
+1 2
在 x ∈[ , ]0 ξ 的弧段绕 x轴旋转一周所围成

的旋转体的体积，求常数 a使得满足 

V a V( ) lim ( )=
→+∞

1
2 ξ

ξ 。 

解   由 
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)1(2)1(
)( 2

2

0 22 a
adx

x
xaV

a

+
=

+
= ∫

ππ ， 

可知
2

)(lim πξ
ξ

=
+∞→

V ，于是得到
2
1

1 2

2

=
+ a
a

，解得 1=a 。 

10. 将椭圆
x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = 绕 x轴旋转一周围成一个旋转椭球体，再沿 x轴

方向用半径为 r（ r b< ）的钻头打一个穿心的圆孔，剩下的体积恰

为原来椭球体体积的一半，求 r的值。 

解  椭圆 x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = 绕 x轴旋转一周所围成的旋转椭球体的体积为 

            2

0

2
22

1 3
42 abdxxa

a
bV

a
ππ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫ 。 

割下部分的体积为 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−+−⋅= ∫ −

2
3

222
2

2
2222

2 )(
3

4)1(22
22

rb
b
aabdx

a
xbrb

b
arV

a

rb
b
a

πππ 。 

由 ，解得 21 2VV =
2
21

3

−= br 。 

11. 设直线 x（ ）与抛物线 所围成的图形的面积为 ，

且它们与直线 所围成图形的面积为 。 
ay = 10 << a 2xy = 1S

1=x 2S
（1） 确定 的值，使得a 21 SS + 达到最小，并求出最小值； 
（2） 该最小值所对应的平面图形绕 轴旋转一周所得旋转体的体

积。 
x

 解（1）
3
1

2
1

3
1)()( 31 2

0

2
21 +−=−+−=+ ∫∫ aadxaxxdxxaxSS

a

a
。 

记
3
1

2
1

3
1)( 3 +−= aaaf ，则 aafaaf 2)(,

2
1)( 2 =′′−=′ 。令 ，得

到

0)( =′ af

2
1

=a ，且 02)
2

1( >=′′f 。所以 21 SS + 在
2

1
=a 处取到最小值： 

{ }1 2
1 1 1min ( ) (1 )

32 2
S S f+ = = − 。 

（2）旋转体体积  

πππ )
5
1

3
1

15
4(])([])[( 251 24

0

42 +−=−+−= ∫∫ aadxaxxdxxaxV
a

a
。 

将
2

1
=a 代入，就得到 
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V 2 1
30

π+
= 。 

12.  设函数 在闭区间 上连续，在开区间 上大于零，并满足 )(xf ]1,0[ )1,0(
2

2
3)()( xaxfxfx +=′ （ 为常数）。 a

 进一步，假设曲线 与直线)(xfy = 1=x 和 0=y 所围的图形 的面积

为 2。 
S

（1） 求函数 ； )(xf
（2）当 为何值时，图形 绕 轴旋转一周所得旋转体的体积最小？ a S x

解（1）由 2

2
3)()( xaxfxfx +=′ ，可得

2
3)( a

x
xf

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ，所以 cxa

x
xf

+=
2

3)(
，

即 

cxxaxf += 2

2
3)( 。 

对 2

2
3)()( xaxfxfx +=′ 两边关于 积分，有 x

2
)()(

1

0

1

0

adxxfxxdf += ∫∫ ，

由此可得 
2

4)1( af += ，从而 ac −= 4 ，于是 

xaxaxf )4(
2

3)( 2 −+= 。 

（2）       =V
1 2 2

0
( ) ( 10 160)

30
f x dx a aππ = + +∫ 。 

令 ，得0=′V 5−=a ，且这时 0
15

>=′′
πV ，所以在 5−=a 时旋转体的体积

取到最小值。 

13. 求下列旋转曲面的面积： 

    ⑴  ，pxy 22 = 0 ≤ ≤x a，绕 x轴；    

    ⑵  ， ，绕y x= sin 0 ≤ ≤x π x轴； 

    ⑶  x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ，绕 x轴； 

    ⑷  星形线 ，绕
x a t
y a t

t
=
=

⎧
⎨
⎩

≤ ≤
cos ,
sin ,

3

3 0 π x轴；  

    ⑸  心脏线 r a= −( cos1 )θ ，绕极轴； 

    ⑹  双纽线 ， θ2cos22 ar =

(i)绕极轴，(ii) 绕射线θ
π

=
2
。 
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 解（1）面积 ∫∫ +=+=
aa

dxpxpdx
x
ppxA

00
22

2
122 ππ  

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+ 2

3
2
3

)2(
3

2
ppa

pπ
。 

   （2）面积 ∫ +=
π

π
0

2cos1sin2 dxxxA  

( )
0

22 cos1ln(coscos1cos ππ xxxx ++++−= = )12ln(222 ++ ππ 。 

（3）面积 

∫∫ −−=
−

−
⋅+−=

−

aa

a
dxxbaa

a
bdx

xa
x

a
bxa

a
bA

0

2224
2

2

22

22 )(4)(12 ππ  

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

−
+

=

<
−+

−
+

ba
a

ba

ba

bab

baab

ba
a

abb

ab

bab

22

22

2
2

22

22

2
2

arcsin22

4

ln22

ππ

π

ππ

。 

（4）面积 22
0

422
0

3

5
12sinsin12cossin3sin4 attdatdttataA πππ

ππ

==⋅= ∫∫ 。 

（5）面积 ∫∫ −=′+=
ππ

θθθθπθθπ
0

2

0

22

2
sinsin)cos1(4sin2 dadrrrA  

           2

0

42

5
32

2
cos

2
sin16 ada πθθθπ

π
== ∫ 。 

（6）（i）面积 24
0

24
0

22 )224(sin4sin4 adadrrrA πθθπθθπ
ππ

−==′+= ∫∫ ； 

   （ii）面积 ∫ ′+= 4
0

22cos4
π

θθπ drrrA 24
0

2 22cos4 ada πθθπ
π

== ∫ 。 

14．设曲线 1−= xy ，过原点作其切线，求由该曲线、所作切线及 轴

所围成的平面图形绕 轴旋转一周所得旋转体的表面积。 
x

x

 解  由
12

1
−

=′
x

y ，可设曲线 1−= xy 过点 的切线方程为 ), 00 yx（

                )(
2

1
0

0
0 xx

y
yy −=− ， 

而此切线过原点，由此可得 1,2 00 == yx ，于是切线方程为   

xy
2
1

= 。 
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旋转体的表面积 

∫∫ −
+−++=

2

1

2

0 )14
1112

4
11

2
2 dx

x
xdxxA

（
ππ  

         )1511(
6

34
2
5 2

1

2

0
−=−+= ∫∫

πππ dxxxdx 。 

15. 证明由空间曲线 

x x t
y y t
z z t

t T T
=
=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
∈

( ),
( ),
( ),

[ , ]1 2  

垂直投影到 Oxy平面所形成的柱面的面积公式为 

S = ′ + ′∫ z t x t y t dt
T

T
( ) [ ( )] [ ( )]2 2

1

2 ， 

这里假设 ′x t( )， ，′y t( ) ′z t( )在 上连续，且 。 ],[ 21 TT 0)( ≥tz

 证  作 的划分：],[ 21 TT 22101 TttttT n =<<<<= ，设空间曲线对应于 

小区间 的小弧段在],[ 1 ii tt − Oxy平面的投影的长度为 is∆ ，则 

1

2 2 2 2[ '( )] [ '( )] [ '( )] [ '( )]i

i

t

i it
s x t y t dt x yξ ξ

−

∆ = + = + ∆∫ i it ， 

其中 ],[ 1 iii tt −∈ξ 。于是这段小弧段垂直投影到 Oxy平面所形成的柱面 

的面积为 

2 2( ) ( ) [ ( )] [ ( )]i i i i i iS z s z x y tξ ξ ξ ξ′ ′∆ ≈ ∆ = + ∆ i。 

令
1
max( )ii n

tλ
≤ ≤

= ∆ ，就得到 

      2 2

0 1

lim ( ) [ ( )] [ ( )]
n

i i i it∆
i

S z x y
λ

ξ ξ ξ
→

=

′ ′= +∑ 2

1

2 2( ) [ ( )] [ ( )]
T

T
z t x t y t dt′ ′= +∫ 。 

16. 求下列曲线在指定点的曲率和曲率半径。 

（1） ，在点 ； 4=xy )2,2(

（2） )cos1(),sin( tayttax −=−= （ ），在0>a 2/π=t 对应的点。 

解（1） 32

8,4
x

y
x

y =′′−=′ ，于是  
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22,
4
2

])(1[ 2
3

2

==
′+

′′
= R

y

y
K 。 

（2）
2

4
2

sin 1cot , csc
(1 cos ) 2 4 2

dy a t t d y t
dx a t dx a

= = = −
−

，于是 

aR
a

y

y
K 22,

4
2

])(1[ 2
3

2

==
′+

′′
= 。 

17. 求下列曲线的曲率和曲率半径。 

（1） 抛物线 （ ）； pxy 22 = 0>p

（2） 双曲线 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

； 

（3） 星形线 3
2

3
2

3
2

ayx =+ （ ）； 0>a

（4） 圆的渐开线 )cos(sin),sin(cos tttaytttax −=+= （ ）。 0>a

 解（1）
2

2

1,dx y d x
dy p dy p

= = ，于是  

2
3

2
3

22

2

2
3

2 )2()(])(1[

1

xp

p

yp

p

p
y
pK

+
=

+
=

+
= ，

p
xpR

2
3

)2( +
= 。 

（2）令 ，则  tbytax tan,sec ==

  t
a
b

tt
tt

a
b

dx
ydt

a
b

tt
t

a
b

dx
dy 3

222

22

cot
sectan
csccot,csc

sectan
sec

−=
−
⋅=== ， 

于是  

2
3

4222

4

2
3

222

3

2
3

2

3
2

])[()csc(

cot

])csc1[

cot

axba

ba

tba

tab

t
a
b

t
a
b

K
−+

=
+

=
+

=
（

， 

     
ba

axbaR 4

2
3

4222 ])[( −+
= 。 

（3）令 ，则 taytax 33 sin,cos ==
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2 2

2 2

3 sin cos 1 1tan ,
3 cos sin 3 sin cos

dy a t t d yt
dx a t t dx a t t

= = − = ⋅
− 4 ， 

于是  

4

3
32 2

1 1
1 1 13 sin cos

3 sin cos 3(1 tan )

a t tK
a t t axyt

= = =
+

， 33R axy= 。 

（4）
2 2

2 3

(cos cos sin ) sec 1tan ,
( sin sin cos ) cos cos

dy a t t t t d y tt
dx a t t t t dx at t at t

− +
= = =

− + +
= ， 

于是  

at
t

tatK 1

)tan1(

cos
1

2
3

2

3

=
+

= ， atR = 。 

18. 求曲线 在点 处的曲率圆方程。 xy ln= )0,1(

 解  2

1,1
x

y
x

y −=′′=′ ，所以曲线在点 处的曲率为  )0,1(

,
4
2

)11(

1

2
3

2

2
=

+
=

x

xK  曲率半径为 22=R 。 

由于曲线 xy ln= 在点 处的切线斜率为 )0,1( 1=′y ，所以法线方程为 

1+−= xy ，设 为曲率圆的圆心，则),( ba 1+−= ab 。 

再由 ，解得 8)0()1( 22 =−+− ba 2,3 −== ba ，所以曲率圆的方程为   

8)2()3( 22 =++− yx 。 

19. 设曲线的极坐标方程为 )(θrr = ， ])2,0[(],[ πβαθ ⊂∈ ，且 )(θr 二阶可

导。证明它在点 ),( θr 处的曲率为 

2/322

22

)(

2

rr

rrrr
K

′+

′′−′+
= . 

 证  设曲线的参数方程为 ，则其曲率为 
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyy
txx
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2
3

22 ]))(())([(

)()()()(

tytx

txtytxty
K

′+′

′′′−′′′
= 。 

由 ( ) cos , ( ) sinx r y rθ θ θ= = θ，可得 

cos sin , sin cosx r r y r rθ θ θ′ ′ ′ ′= − = + θ， 

cos 2 sin cos , sin 2 cos sinx r r r y r r rθ θ θ θ θ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′= − − = + − θ， 

于是   

2222 )()( rryx ′+=′+′ ， ， rrrrxyxy ′′−′+=′′′−′′′ 22 2

所以  

2/322

22

)(

2

rr

rrrr
K

′+

′′−′+
= 。 
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