
习  题  10. 4  函数的幂级数展开 
 
1. 求下列函数在指定点的 Taylor展开，并确定它们的收敛范围： 

⑴ 1 + 2x-3x2 + 5x3 ，x0 = 1; ⑵ 2

1
x
，   x0 = -1; 

⑶ 22 xx
x
−−
， x0 = 0; ⑷ sin x， x0 = 

6
π ; 

⑸  ln x ， x0 = 2; ⑹ 3 4 x− 2 ，   x0 = 0; 

⑺
1
1

+
−

x
x
，   x0 = 1; ⑻ (1+x) ln (1-x),  x0 = 0; 

⑼ ln
x
x

−
+

1
1
， x0 = 0; ⑽ x

x

−

−

1
e ,  x0 = 0。 

解（1）令 tx =−1 ，则 

1 + 2x-3x2 + 5x3  32 )1(5)1(3)1(21 +++−++= ttt

32 512115 ttt +++= 32 )1(5)1(12)1(115 −+−+−+= xxx 。 

因为级数只有有限项，所以收敛范围是 ),( +∞−∞=D 。 

（2）由
)1(1

11
+−

=
−

xx ∑
∞

=
+=

0
)1(

n

nx ，应用逐项求导得到 

2

1
x

= =+∑
∞

=

−

1

1)1(
n

nxn ∑
∞

=
++

0
)1)(1(

n

nxn 。 

级数的收敛半径为 1=R 。 

当 与 时，级数发散，所以收敛范围是2−=x 0=x )0,2(−=D 。 

（3）  22 xx
x
−− )1)(2( xx

x
−+

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
=

xx 2
2

1
1

3
1

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= ∑∑

∞

=

∞

= 00 2
)1(

3
1

n

n
n

n

n

n xx n

n
n

n
x∑

∞

=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+=

0

1

2
)1(1

3
1

。 

级数的收敛半径为 1=R 。 

当 时，级数发散，所以收敛范围是1±=x )1,1(−=D 。 

（4） sin sin[( ) ]
6 6

x x π π
= − + +−= )

6
cos(

6
sin ππ x cos sin( )

6 6
xπ π
−  

 1



2

0

1 ( 1) ( )
2 (2 )! 6

n
n

n

x
n

π∞

=

−
= − +∑ 2 1

0

3 ( 1) ( )
2 (2 1)! 6

n
n

n
x

n
π∞

+

=

−
−

+∑ 。 

级数的收敛半径为 +∞=R ，所以收敛范围是 ),( +∞−∞=D 。 

（5）  ln ln[2 ( 2)]x x= + − ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
++=

2
21ln2ln x n

n
n

n
x

n
)2(

2
)1(2ln

1

1
−

⋅
−

+= ∑
∞

=

+

。 

级数的收敛半径为 2=R 。 

当 时，级数为4=x ∑
∞

=

+−
+

1

1)1(2ln
n

n

n
，收敛；当 0=x 时，级数为 

∑
∞

=

−
+

1

12ln
n n

，发散。所以收敛范围是 ( ]4,0=D 。 

（6）  3 24 x− ⋅= 3 4 3
2

2
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x n

n
n

n
x

n

2

0
2

3 3
1

2
)1(4

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

= ∑
∞

=
。 

级数的收敛半径为 2=R 。 

当 时，级数为2±=x
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∑

∞

= nn

n 3
1

)1(4
0

3 ，令
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

n
u n

n 3
1

)1( ，则 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+∞→
1lim

1n

n

n u
u

n =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

∞→
1

13
)1(3lim

n
nn

n
1

3
4
> ， 

由 Raabe判别法，级数收敛。所以收敛范围是 ]2,2[−=D 。 

（7）  
1
1

+
−

x
x

=
−

+

−
⋅=

2
11

1
2
1

x
x

=−
−−

∑
∞

=

n

n
n

n
xx )1(

2
)1(

2
1

0

n

n
n

n
x )1(

2
)1(

1

1
−

−
∑
∞

=

−

。 

级数的收敛半径为 2=R 。 

当 与 时，级数发散，所以收敛范围是3=x 1−=x )3,1(−=D 。 

（8）  
1

1(1 ) ln(1 ) (1 ) ( )n

n
x x x x

n

∞

=

+ − = + − =∑ n

n
x

nn
x ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−−

2

1
1

1
。 

级数的收敛半径为 1=R 。 
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当 时，级数发散；当1=x 1−=x 时，级数收敛。所以收敛范围是

。 [ )1,1−=D

（9）   1ln
1

x
x

+
−

[ ]1 ln(1 ) ln(1 )
2

x x= + − −  

1

1

1 ( 1) 1
2

n
n n

n
x x

n n

−∞

=

⎡ ⎤−
= + = 12

0 12
1 +

∞

=
∑

+
n

n
x

n
。 ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

级数的收敛半径为 1=R 。 

当 时，级数发散，所以收敛范围是1±=x )1,1(−=D 。 

（10）  
x

x

−

−

1
e

∑∑
∞

=

∞

=
⋅

−
=

00 !
)(

n

n

n

n
x

n
x n

n

n
x

n∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−+−+=

2 !
)1(

!4
1

!3
1

!2
11 。 

设级数的 项的系数为 ，则 nx na

!2
1

!3
1

!2
1

<<− na  ， )4( ≥n

所以级数的收敛半径为 1=R 。 

当 时，级数的通项不趋于零，级数发散。所以收敛范围是

。 

1±=x

)1,1(−=D

2. 求下列函数在x0  = 0的Taylor展开 

⑴ x
x

sin
至 ； 4x  ⑵ xsine 至 ；  4x

⑶ ln cos x至 x6；   ⑷
x
x

−
+

1
1
至x4。 

解  (1) =
x

x
sin

=
−+− 53

120
1

6
1 xxx

x
2 4

1
1 11
6 120

x x⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 41 11
6 120

x x⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 41 1

6 120
x x⎛ ⎞+ − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 41 71
6 360

x x= + + + 。 

(2)    xsine +++++= xxxx 432 sin
24
1sin

6
1sin

2
1sin1  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+= 3

6
11 xx

2
3

6
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+ xx

3
3

6
1

6
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+ xx  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

4
3

6
1

24
1 xx +−++= 42

8
1

2
11 xxx 。 

(3) ln cos ln[1 (1 cos )]x x= − − −−−−−−−= 32 )cos1(
3
1)cos1(

2
1)cos1( xxx  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−= 42

24
1

2
1 xx

2
42

24
1

2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− xx −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

3
42

24
1

2
1

3
1 xx  

−−−−= 642

240
7

12
1

2
1 xxx 。 

(4) 
x
x

−
+

1
1 )(21 432 +++++= xxxx )(1 432 +++++= xxxx

 
232 )(

2
1

+++− xxx 32 )(
2
1

+++ xx 4)(
24
15

+− x  

+++++= 432

8
3

2
1

2
11 xxxx 。 

3. 利用幂级数展开，计算下列积分，要求精确到 0.001。 

⑴ ∫
1

0
dsin x

x
x
；  ⑵ ∫

1

0

2 dcos xx ；  

⑶ ∫ 2
1

0
darctan x

x
x
；   ⑷ ∫

∞+

+2 31
d

x
x
。 

解  (1)
   ∫

1

0
dsin x

x
x

∫ ∑
∞

= +
−

= 1
0

0

2 d
)!12(

)1( xx
nn

n
n

 

∫∑
+

−
=

∞

=

1
0

2

0 )!12(
)1( dxx

n
n

n

n
∑
∞

= ++
−

=
0 )12()!12(

)1(
n

n

nn
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设
)12()!12(

1
++

=
nn

un ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小数部

分具有三位有效数字，所以 

3u 00003.0 4

∫
1

0
dsin x

x
x
≈∑

= ++
−3

0 )12()!12(
)1(

n

n

nn
≈ 

(2)
    ∫

1

0

2 dcos xx ∫ ∑
∞

=

−
= 1

0
0

4 d
)!2(
)1( xx

nn

n
n

 

∫∑
−

=
∞

=

1
0

4

0
d

)!2(
)1( xx

n
n

n

n
∑
∞

= +
−

=
0 )14()!2(

)1(
n

n

nn
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设
)14()!2(

1
+

=
nn

un ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小数部分具3u 0001.0 4
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有三位有效数字，所以 

∫
1

0

2 dcos xx ≈∑
= +

−3

0 )14()!2(
)1(

n

n

nn
≈ 

(3)    ∫ 2
1

0
darctan x

x
x

∫ ∑
∞

= +
−

= 2
1

0
2

0
d

12
)1( xx

n
n

n

n

 

∫∑
+

−
=

∞

=
2
1

0
2

0
d

12
)1( xx

n
n

n

n
12

0
2 2

1
)12(

)1(
+

∞

=
⋅

+
−

= ∑ n
n

n

n
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，
设 122 2

1
)12(

1
+

⋅
+

= nn n
u ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小数部

分具有三位有效数字，所以 

3u 00016.0 4

∫ 2
1

0
darctan x

x
x
≈ 12

3

0
2 2

1
)12(

)1(
+

=
⋅

+
−

∑ n
n

n

n
≈ 

(4)
   ∫

∞+

+2 31
d

x
x

∫
∞+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
2

3
3 11

d

x
x

x
∫ ∑∞+ ∞

=

−−
=

2
1

3

1)1( dx
xn

n

n

 

∫∑ ∞+
−∞

=

−
=

2 3

1

1

)1( dx
x n

n

n
∑
∞

=
−

−

−
−

=
1

13

1

2)13(
)1(

n
n

n

n
， 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，
设 132)13(

1
−−

= nn n
u ，由于 ≈ ，因此前面 4项之和的小数部分

具有三位有效数字，所以 

4u 00004.0

∫
∞+

+2 31
d

x
x
≈∑

=
−

−

−
−4

1
13

1

2)13(
)1(

n
n

n

n
≈ 

4. 应用
x

x 1e −
在 x = 0的幂级数展开，证明： 

∑
∞

= +1 )!1(n n
n = 1。 

证      =
−

x
e x 1

=−∑
∞

=
)1

!
(1

0n

n

n
x

x
=∑

∞

=

−

1

1

!n

n

n
x

∑
∞

= +0 )!1(n

n

n
x ,  

应用逐项求导，得到 

=
+−

2
1

x
exe xx

∑
∞

=

−

+1

1

)!1(n

n

n
nx

， 

以 代入，即得到 1=x

∑
∞

= +1 )!1(n n
n = 1。 

5．求下列函数项级数的和函数 

 （1）∑
∞

=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−

1

21

2
2

)1(
)1(

n

nn

x
x

nn
； 
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 （2）∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

1

1
2
11

n

nx
n
。 

解 (1) 令 1

1

1

)1(
)1()( +

∞

=

−

⋅
+

−
= ∑ n

n

n
t

nn
tf ，应用逐项求导，得到 

t
ttf n

n

n

+
=−= −

∞

=

−∑ 1
1)1()(" 1

1

1 ， 

于是 

)1ln()(' ttf += ， ∫ =+=
t dtttf
0

)1ln()( ttt −++ )1ln()1( ， 

从而得到 

1)1ln()11(
)1(

)1(
1

1
−++=⋅

+
−

∑
∞

=

−

t
t

t
nn

n

n

n
， ]1,1[−∈t 。 

以
2

2
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
x
xt 代入，得到 

1
)2(

)4(2ln
)2(

)4(2
2
2

)1(
)1(

2

2

2

22

1

1
−

−
+

+
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
−

∑
∞

=

−

x
x

x
x

x
x

nn

n

n

n
, ( ]0,∞−∈x 。 

(2) 由级数乘法的 Cauchy乘积， 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++∑

∞

=

n

n
x

n1

1
2
11 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑
∞

=0n

nx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
∞

=1n

n

n
x

xx −−
=

1
1ln

1
1 ,  

其中 。 )1,1(−∈x

6．设 是等差数列， ，求级数}{ na 1>b ∑
∞

=1n
n
n

b
a
的和。 

解 设 dncan )1( −+= , ，则 ,2,1=n

=∑
∞

=1n
n
n

b
a

+∑
∞

=1

1
n

nb
c ∑

∞

=

−

2

1
n

nb
nd 。 

首先我们有
1

1
11

111
1 −

=
−

⋅=∑
∞

= b
b

bbn
n 。设 2

2

1)( −
∞

=
∑

−
= n

n
n x

b
nxf ，则 

∫ ∑
∞

=

−

=x

n
n

n

b
xdxxf

0
2

1
)(

b
xb

x

−
⋅=
1

1
2 )( xbb

x
−

= ， 

于是 2)(
1)(
xb

xf
−

= ，所以 
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2
2 )1(

1)1(1
−

==
−

∑
∞

= b
f

b
n

n
n 。 

从而得到 

=∑
∞

=1n
n
n

b
a

+∑
∞

=1

1
n

nb
c 2

2 )1(
)1(1

−
+−

=
−

∑
∞

= b
dbc

b
nd

n
n 。 

7．利用幂级数展开，计算 ∫ −

1

0 21
ln dx

x
x
。 

解    ∑∫∫ ∑∫
∞

=

∞

=
==

− 0

1
0

21
0

0

21
0 2 ln)ln(
1

ln
n

n

n

n xdxxdxxxdx
x
x ∑

∞

= +
−=

0
2)12(

1
n n

， 

利用例题 10.4.6 中得到的结果
6

1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
，等式两边乘以

4
1
，得到

24)2(
1 2

1
2

π
=∑

∞

=n n
，两式相减，得到 

8)12(
1 2

0
2

π
=

+
∑
∞

=n n
， 

于是得到 

81
ln 2

1
0 2

π
−=

−∫ dx
x
x

。 

8． (1) 应用
4
π = arctan

2
1 + arctan

3
1 , 计算π的值，要求精确到 ； 410 −

(2) 应用
6
π = arcsin

2
1 , 计算π的值，要求精确到 。 410 −

解 (1)  =π (4 arctan
2
1 + arctan

3
1 ) ∑

∞

=
−−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−=

1
1212

1

3
1

2
1

12
4)1(

n
nn

n

n
。 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=

−− 1212 3
1

2
1

12
4

nnn n
u ，由于 ≈ ，因此前面 项之和的小

数部分具有四位有效数字，所以 

7u 000038.0 7

π≈∑
=

−−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−

7

1
1212

1

3
1

2
1

12
4)1(

n
nn

n

n
≈ 。 1416.3

(2)     6=π arcsin
2
1

∑
∞

=
+

⋅
+

−
+=

1
122

1
)12(!)!2(

!)!12(
2
1

n
nnn

n
。 

设 122
1

)12(!)!2(
!)!12(

+
⋅

+
−

= nn nn
nu ，由于 <∑

∞

=6n
nu ∑

∞

=
+

6
122

1
13
1

n
n ≈ ，因此前面

项之和的小数部分具有四位有效数字，所以 

0000125.0

7

 7



6=π arcsin
2
1
≈ ∑

=
+

⋅
+

−
+

6

1
122

1
)12(!)!2(

!)!12(
2
1

n
nnn

n
≈ 。 1416.3

9．利用幂级数展开，计算 ∫
−3

1

1

dxe x 的值，要求精确到 。 410 −

解      ∫
−3

1

1

dxe x ∫ ∑
∞

=

−
= 3

1
0 !

)1( dx
xnn

n

n

∫∑
−

=
∞

=

3
1

0 !
)1( dx

xn n

n

n
 

∑
∞

=
− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

+−=
2

13
11

)1(!
)1(3ln2

n
n

n

nn
。 

这是一个 Leibniz级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，

设 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

−13
11

)1(!
1

nn nn
u ，由于 000033.07 <u ，因此前面 项之和的小数

部分具有四位有效数字，所以 

8

∫
−3

1

1

dxe x ≈ ∑
=

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

+−
7

2
13

11
)1(!

)1(3ln2
n

n

n

nn
≈ 
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习  题 10. 5  用多项式逼近连续函数 
 
1. 求f (x) = x3的Bernstein多项式 (f , x)。 nB

解  =),( xfBn
knkk

n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3

3
+−

−−
= −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kkk )1()2)(1(

3
3  

+−
− −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kk )1()1(3

2
3

knkk
n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3 。 

利用等式 1
1)!(!

! −
−=

−
⋅= k

n
k
n C

knk
n

n
kC

n
k

，可分别得到 

=−
−− −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kkk )1()2)(1(

3
3

knkk
n

n

k
xxC

n
nn −−

−
=

−
−−

∑ )1()2)(1( 3
3

3
2  

=−
−−

= −−−
−

=
∑ knkk

n

n

k
xxCx

n
nn )1()2)(1( 33

3
3

3
2

3
2

)2)(1( x
n

nn −−
； 

=−
− −

=
∑ knkk

n

n

k
xxC

n
kk )1()1(3

2
3

knkk
n

n

k
xxC

n
n −−

−
=

−
−

∑ )1()1(3 2
2

2
2  

knkk
n

n

k
xxCx

n
n −−−

−
=

−
−

= ∑ )1()1(3 22
2

2

2
2

2
2

)1(3 x
n
n −

= ； 

knkk
n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3

knkk
n

n

k
xxC

n
−−

−
=

−= ∑ )1(1 1
1

1
2  

knkk
n

n

k
xxCx

n
−−−

−
=

−= ∑ )1(1 11
1

1
2 x

n2
1

= 。 

所以 

=),( xfBn
knkk

n

n

k
xxC

n
k −

=
−∑ )1(

1
3

3
3

2
)2)(1( x

n
nn −−

= 2
2

)1(3 x
n
n −

+ x
n2
1

+ 。 

2. 设 f (x) = x，x∈[0, 1]，求它的四次 Bernstein多项式 (f ,x)。 4B

解      =),(4 xfB kkk

k
xxCk −

=
−∑ 4

4

4

1
)1(

4
 

3)1(2 xx −= 22 )1(23 xx −+ )1(32 3 xx −+ 4x+  
4)13223( x−−= 3)2333(2 x−++ xx 2)22(3 2 +−+ 。 

3. 设 f (x)在[a, b]上连续，证明：对任意给定的 0>ε ，，存在有理系数

多项式 P(x)，使得 
( ) ( )P x f x ε− < 。 

对一切 x∈[a, b]成立。 
证  由定理 10.5.1，对任意给定的 0>ε ，存在多项式 ，使得对一

切  成立  
)(xQ

],[ bax∈

2
)()( ε
<− xfxQ 。 

设 ，其中∑
=

=
n

k

k
k xbxQ

0
)( kb ),,2,1,0( nk = 是实数，由于有理数集合在
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实数集中是稠密的，可以取有理数 ka ),,2,1,0( nk = 分别与

充分接近，令 ，使得对一切 成立         kb ),,2,1,0( nk = ∑
=

=
n

k

k
k xaxP

0
)( ],[ bax∈

2
)()( ε
<− xQxP 。 

于是 
≤− )()( xfxP +− )()( xQxP ε<− )()( xfxQ  

对一切 成立。 ],[ bax∈

4. 设 在[ , 上连续，且对任一多项式 成立 f x( ) ]a b )(xg

0)()( =∫
b

a
dxxgxf 。 

证明在[ , 上成立]a b 0)( ≡xf 。 

证  由定理 10.5.1，对任意给定的 0>ε ，存在多项式 ，使得对一

切 成立 

)(xP

],[ bax∈

ε<− )()( xfxP 。 

由于 

=−∫
b
a

dxxPxf 2)]()([ =+−∫
b
a

dxxPxPxfxf )]()()(2)([ 22 ∫ +b
a

dxxPxf )]()([ 22 ， 

所以 
≤∫

b
a

dxxf )(2 ∫ +b
a

dxxPxf )]()([ 22 ∫ −= b
a

dxxPxf 2)]()([ 2)( εab −< 。 

由ε的任意性，得到 

0)(2 =∫
b
a

dxxf ， 

再由 的连续性，得到 )(xf

0)( ≡xf 。 

5. 设 (x)=0， (x) = (x)+0P 1+nP nP
2

)(22 xPx n− （n = 0,1,2,⋯），证明：｛ (x)｝

在[-1,1]上一致收敛于｜x｜。 
nP

证  首先有 xxP ≤≤ )(0 0 。设 xxPk ≤≤ )(0 ，由于函数
2

)(
22 txtth −

+= 在
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[0,1]t∈ 是单调增加的，所以有 

x
xPx

xPxP k
kk ≤

−
+=≤ + 2

)(
)()(0

22

1 ， 

由数学归纳法得到对一切自然数 成立 n

xxPn ≤≤ )(0 。 

于是由
2

)(
)()(

22

1
xPx

xPxP n
nn

−
+=+ ，又得到 ，所以函数序列

在 [ 上收敛。 

)()(1 xPxP nn ≥+

{ })(xPn ]1,1−

设 )()(lim xPxPnn
=

∞→
，对等式

2
)(

)()(
22

1
xPx

xPxP n
nn

−
+=+ 两边求极限，

得到
2

)(
)()(

22 xPx
xPxP

−
+= ，于是解得 xxP =)( ，并由 Dini 定理可知

在 [ 上是一致收敛于{ })(xPn ]1,1− x的。 
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