
习    题  7.3 

 

⒈  设函数 连续，求下列函数 的导数： f x( ) F x( )

⑴ F x( ) = ∫
b

x
dttf )( ;  ⑵ F x( ) = ∫

x

a
dttf

ln
)( ; 

⑶ F x( ) = ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫

+

x
dtt

a
dt

t
0

2sin

21
1 . 

解（1） ，所以 F x( ) = ∫−
x

b
dttf )( )()( xfxF −=′ 。 

（2） =′ )(xF )(ln1)(ln)(ln xf
x

xxf =′⋅ 。 

（3） =′ )(xF x
tdt

x

2
2

0

2
sin

sin1

1
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+ ∫

2

2

)cossin(4
sin4

xxx
x

−+
= 。 

⒉ 求下列极限： 

⑴
x

dtt
x

x

∫
→

0

2

0

cos
lim ;  ⑵

∫ −→ 1

cos

2

0 2

e
lim

x

wx dw

x ; 

⑶
2

0

2

1

)tan(arc
lim

x

dvv
x

x +

∫
+∞→

;  ⑷

∫

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+∞→ x u

x u

x due

due

0

2

2

0

2

2

lim  。 

解（1）
x

dtt
x

x

∫
→

0

2

0

cos
lim = 。 1coslim 2

0
=

→
x

x

（2） e
xe

x

dw

x
xx

x

wx
2

)sin(
2lim

e
lim 22 cos01

cos

2

0
=

−−
=

−→−→ ∫
。 

（3）
4

)(arctanlim

1

)(arctanlim
1

)tan(arc
lim

2
2

2

2

2

0

2
π

==

+

=
+ +∞→+∞→+∞→

∫
x

x

x
x

x

dvv

xx

x

x
。 

（4） 0
2
2lim

2
limlim 2

2

2

22

2

2

2

0

0

2

2

0
===

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+∞→+∞→+∞→

∫
∫

∫
x

x

xx

x ux

xx u

x u

x xe
e

e

duee

due

due
。 
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⒊ 设 是f x( ) [ , )0 + ∞ 上的连续函数且恒有 ，证明f x( ) > 0 g x
t f t dt

f t dt

x

x( )
( )

( )
=
∫

∫
0

0

是定义在 [ , )0 + ∞ 上的单调增加函数。 

证  因为  

0
)(

)()()(

)(

)()()(
)( 2

0

0
2

0

00
≥

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

=′

∫

∫

∫

∫∫
x

x

x

xx

dttf

dttftxxf

dttf

dtttfdttfxxf
xg ， 

所以 g x
t f t dt

f t dt

x

x( )
( )

( )
=
∫

∫
0

0

是定义在 [ , )0 + ∞ 上的单调增加函数。 

4. 求函数 的极值。 ∫ −−=
x

dtttxf
0

2)2)(1()(

解 ，令2)2)(1()( −−=′ xxxf 0)( =′ xf ，得到 2,1=x 。因为当 时， 1<x

0)( <′ xf ，当 或 时，21 << x 2>x 0)( >′ xf ，所以 1=x 是极小值点，  2x =

不是极值点。由 

            
12
17])2()2[()1(

1

0

23 −=−+−= ∫ dtttf , 

可知 在 处有极小值)(xf 1=x
12
17)1( −=f 。 

5 利用中值定理求下列极限： 

⑴ lim
n

nx
x

dt
→∞ +∫ 10

1 ;  ⑵ lim
sin

n n

n p x
x

dt
→∞

+
∫   ( ) 。N∈p

解（1）由积分第一中值定理， 

lim
n

nx
x

dt
→∞ +∫ 10

1 = 1

0

1 1 1lim lim 0 (0 1)
1 1 1

n

n n
x dx

n
ξ

ξ ξ→∞ →∞
= ⋅ = ≤ ≤

+ + +∫ 。 

（2）由积分第一中值定理， ],[ pnn +∈∃ξ ，使得
n
ppdx

x
xpn

n
≤=∫

+

ξ
ξsinsin

， 

所以  

0sinlim =∫
+

∞→

pn

nn
dt

x
x

。 
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6.  求下列定积分： 

⑴ dxxx∫ −
1

0

222 )2( ;  ⑵ ∫
+−−2

1 2

2

2
)1)(1( dx

x
xxx ; 

⑶ ∫ +
2

0

2)32( dxxx ;  ⑷ ∫ −2
1

0

102 )41( dxxx ; 

(5) ∫− ++
+1

1 22 )52(
)1(

xx
dxx ;  (6) ∫

1

0
arcsin dxx ; 

(7) x
x

dx
cos24

4

−∫ π

π

;  (8) ∫ 4

0

2tan
π

xdxx ; 

(9) e sinx x dx2
0
2
π

∫ ;  (10) sin(ln )
e

x dx
1∫ ; 

(11) ∫
1

0

2 tanarc xdxx ;  (12) ∫
+

−
1e

1

2 )1ln( dxxx 。 

(13) ∫ −2ln

0

3 2

e dxx x ;  (14) ∫ +1

0

12e dxx ; 

(15) ∫
+

1

0 2e1 x

dx ;  (16) ∫− −
2
1

2
1 32 )1( x

dx ; 

(17) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−1

0

4

1
1 dx

x
x ;  (18) ∫ +

+1

0 4

2

1
1dx

x
x ; 

(19) ∫
+

2

1 21 xx
dx ;  (20) ∫ −

1

0 2
dx

x
xx ; 

解 （1）
1

1 2 2 2 2 4 6

0
0

4 4 1 71(2 ) (4 4 )
3 5 7 105

x x dx x x x dx− = − + = − + =∫ ∫ 。 

  （2）
22 2

2 21 1

( 1)( 1) 1 1 1( 1 ) ln 2
2 2 2

x x x xdx dx
x x x

− − +
2

= − + − = −∫ ∫ 。 

（3） 2 22

0 0

15 70 40(2 3 ) (4 2 6 9 )
ln 4 ln 6 ln 3

x x x x xdx dx+ = + ⋅ + = + +∫ ∫ 。 

（4）
1
2

11
2 10 2 10 2 2 11 22

0 0 0

1 1(1 4 ) (1 4 ) (1 4 ) (1 4 )
8 88

x x dx x d x x− = − − − = − − =∫ ∫
1
88
。 

（5）
2 11 1

2 2 2 2 21 1 1

( 1) 1 ( 1) 1 1
( 2 5) 2 [( 1) 4] 2( 2 5) 1

x dx d x
x x x x x− − −

+ +
= = −

+ + + + + +∫ ∫ 6
= 。 

（6） 1 11
0 20 0

arcsin arcsin 1
21

xxdx x x dx
x

π
−= =

−
∫ ∫ − 。 
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（7） 4

4
2 0

cos
x dx

x

π

π−
=∫ 。（奇函数在对称区间上的积分为零） 

（8） 4 4 4 4
42 2

00 0 0 0
tan sec tan tan 4

0
x xdx x xdx xdx x x xdx xdx

π π π π
π

= − = − −∫ ∫ ∫ ∫
π

∫  

     
21 ln 2

4 2 32
π π

= − − 。 

（9） 2 22

0 0

1e sin (1 cos 2 )
2

x xxdx e x dx
π π

= −∫ ∫ ，由 

2 2
2

00 0
cos 2 cos 2 2 sin 2x x xe xdx e x e xdx

π π
π

= +∫ ∫ 22 2

0 0
1 2 sin 2 4 cos 2x xe e x e

ππ π
= − − + − ∫ xdx， 

得到
2

2

0

1cos 2
5

x ee xdx
π

π +
= −∫ ，所以   

2 2
2 22

0

1 1 3e sin ( 1)
2 10

x e exdx e
π π

π π 2
5

+ −
= − + =∫ 。 

（10） e

11 1
sin(ln ) sin(ln ) cos(ln )

eex dx x x x dx−=∫ ∫  

      ,  
e

1
(sin1 cos1) 1 sin(ln )e x= − + − ∫ dx

所以  
e

1

1sin(ln ) (sin1 cos1)
2 2
ex dx = −∫ + 。 

（11）
31 12 3 1

2 200 0

1 1 1arctan arctan ( )
3 3 1 12 3 1

x x1

0
x xdx x x dx x dx

x x
π

= − = − −
+ +∫ ∫ ∫  

      1 1 1 ln 2 1( ln 2)
12 3 2 2 12 6
π π −

= − − = + 。 

（12） 2 3 21 1 1ln( 1) ln( 1) ( 1 )
3 3 1

x x dx x x x x dx
x

− = − − + + +
−∫ ∫  

      3 31 1 1 1( 1) ln( 1)
3 3 3 2

2x x x x x⎛ ⎞= − − − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

c , 

所以  

e 1 2 3 3 21 1
1 11

1 1 1 1ln( 1) ( 1) ln( 1)
3 3 3 2

e ex x dx x x x x x
+ + +⎛ ⎞− = − − − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ 3 22 1
9 2

e= + e 。 

（13） 2 2ln 2 ln 23 2 ln 2
00 0

1 1e e
2 2

x x 2 2xx dx x e dx− −= − +∫ ∫ −  
2 ln 2

0

ln 2 1 1 ln 2
4 2 4

xe− −
= − − = 。 
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（14）令 21t x x t 1= + =，则 − ，于是  
1 2 2 t2 1 2 2 22

10 1 1
e 2x t tdx e tdt te e dt+ = = −∫ ∫ ∫ 2 2 21 1( 2 )

2 2
e e= − − 。 

（15） 1 1 2 1
02 20 0

(1 2)ln( 1 e ) ln
1 e 1 e 1 1 e

x
x x

x x

dx de ee
−

− −

−

+
= − = − + + =

2+ + +
∫ ∫

+
 

1)12ln()11ln( 2 −++−+= e 。 

（16） 令 ，则  sinx = t

1
2 66

1 02 6
22 3

22 tan 3
cos 3(1 )

dx dt t
tx

ππ

π
−−

= = =
−

∫ ∫ 。 

（17）令 1
1

xt
x
−

=
+
，则 2

1 ,
1 (1

tx dx
t t

2
)

dt+
= =

− −
，于是 

4 41 0

20 1

1 2
1 (1 )

x tdx dt
x t−

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟+ −⎝ ⎠∫ ∫
0 2

21

4 12 2 3
1 (1 )

t t d
t t−

⎛ ⎞
= + + − +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∫ t  

 0

1

3 21 12 3 4ln(1 )
3 1

t t t t
t −

⎛ ⎞= + + + − + = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
17 8ln 2
3

。 

注：本题也可令 1+= xt ，得到 

2ln8
3

17)2(
1
1 2

1 4

41

0

4

−=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∫∫ dt
t

tdx
x
x

。 

（18） 
2 1 21 1 1
4 1 2 00 0

1 ( ) 1 1arctan
1 ( ) 2 2 2

x d x x xdx
x x x x

2
4
π−

−

+ − −
= =

+ − +∫ ∫ = 。 

（19）
12 2 1 2 2

12 21 1

2 2ln( 1 ) ln
1 31 1

dx dx x x
x x x

−
− −

−

+
= − = − + + =

++ +
∫ ∫ 。 

（20） 
21 1

20 02 2
x xx dx dx

x x x
=

− −
∫ ∫  

 
2 21 1 1

2 20 0 0

2 (2 ) 2
2 2
x x d x x dxdx

22x x x x x
− −

= − − +
− −

∫ ∫ ∫ x−
 

       0 12 2 1
0 21 0

1 2 2 2
1 ( 1)

dxt dt x x
x−

= − − − − +
− −

∫ ∫  
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       32 2 2
4 2 4
π π π= − − + ⋅ = − 。 

注：本题也可令 ，得到 tx sin1+=

2
4
3)sin1(

2
0

2

21

0
−=+=

− ∫∫ −
ππ dttdx

x
xx 。 

7.  求下列极限： 

⑴ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++
∞→ 2222

1321lim
n

n
nnnn

; 

⑵ lim
n

p p p

p

n
n→∞ +

+ + + +1 2 3
1

p

  ( p ); > 0

⑶ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++
∞→ n

n
nnnn

πππ )1(sin2sinsin1lim 。 

解（1）原式= 1

0

1 2 3 1 1 1lim
2n

n xdx
n n n n n→∞

−⎛ ⎞+ + + + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ 。 

（2）原式= 1

0
1

1 1lim
1

pn
p

n i

i x dx
n n p→∞

=

⎛ ⎞ ⋅ = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
∑ ∫ 。 

（3）原式=
1 1

0
1

1 2lim sin sin
n

n i

i xdx
n n
π π

π

−

→∞
=

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∫ 。 

8.  求下列定积分： 

⑴
0

cosn xdx
π

∫ ;  ⑵ sin n x dx
−∫ π

π ; 

⑶ ( )a x dna 2 2
0

−∫ x ;  ⑷ ∫ −2
1

0
1022 )41( dxxx ; 

(5) ∫
1
0

ln xdxx mn ;  (6) ∫
e n dxxx
1

ln . 

解（1） 2

2
0 0

cos cos cosn n nxdx xdx xdx
π

π

π π
= +∫ ∫ ∫ ， 

在第二个积分中，令 t xπ= − ，则 

 2

2 2

0

0
cos cos ( ) ( 1) cosn n n nxdx t dt tdt

π

π π

π
π= − − = −∫ ∫ ∫ ， 

所以当 为奇数时，n
0

cos 0n xdx
π

=∫ ; 
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当 为偶数时，n 2

0 0

( 1)( 3) 1cos 2 cos
( 2) 2

n n n nxdx xdx
n n

ππ
π− −

= =
−∫ ∫ 。 

（2）当 为奇数时，显然n sin 0n xdx
π

π−
=∫ ； 

  当 为偶数时， n

2

2
0 0

sin 2 sin 2 sin 2 sinn n n nxdx xdx xdx xdx
π

π

π π π

π−
= = +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

在积分
2

sinn xdxπ

π

∫ 中，令 t xπ= − ，则 

       2

2 2

0

0
sin sin ( ) sinn n nxdx t dt tdt

π

π π

π
π= − − =∫ ∫ ∫ ， 

所以  

sin 4n xdx
π

π−
=∫ 2

0

( 1)( 3) 1sin 2
( 2) 2

n n ntdt
n n

π

π− −
=

−∫ 。 

（3）令 ，则 sinx a t=

22 2 2 1 2 1 2 !

0 0

(2 )!!( ) cos
(2 1)!!

a n n n nna x dx a tdt a
n

π
+ + +− = =

+∫ ∫ 。 

（4）令 1 sin
2

x t= ，则 

1
2 22 2 10 2 21

0 0

1(1 4 ) sin cos
8

x x dx t tdt
π

− =∫ ∫ ∫ −= 2
0

2321 )cos(cos
8
1 π

dttt  

       
!!21
!!20

184
1

!!23
!!22

!!21
!!20

8
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 。 

（5） 1 11 11
00 0

1ln ln ln
1 1

n m n m n mmx xdx x x x xdx
n n

+ −= −
+ +∫ ∫  

  1 1

0
ln

1
n mm x xdx

n
−= − =

+ ∫
1

10

! !( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

m n m
m m

m mx dx
n n += − = −
+ +∫ 。 

（6） 2 1 2
11 1

1 1ln ln ln ln
2 2 2 2

e en n n ne n n 1

1

e
x x dx x x x x dx e x x dx− −= − = −∫ ∫ ∫  

        2 2 2

1

1 1 1 ln
2 2 2 2

e nn ne e x x dx−−⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  
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2

1
2 1 1

( 1) ! ![1 ( 1) ] ( 1)
2 2 2 2 2

en n
n n

e n n n n n xdx−
−

−
= − + − + − + − ∫  

            
2

1
2 1

( 1) ! ![1 ( 1) ] ( 1)
2 2 2 2 2

n n
n n

e n n n n n+
1+ +

−
= − + − + − + − 。 

9.  设 在[ , 上连续，证明： f x( ) ]0 1

⑴ f x dx(cos )
0
2
π

∫ = ∫ f x d(sin )
0
2
π

x ; 

⑵ xf x dx(sin )
0

π
∫ = π π

2 0
f x d(sin )∫ x。 

 证（1）令
2

t xπ
= − ，则 

2 2 2

0 0 0
(cos ) (sin ) (sin )f x dx f t dt f x dx

π π π

= =∫ ∫ ∫ 。

x

 

   （2）令 t π= − ，则  

0 0 0 0
(sin ) ( ) (sin ) (sin ) (sin )xf x dx t f t dt f x dx xf x d

π π π π
π π= − = −∫ ∫ ∫ ∫ x， 

所以 

 =xf x dx(sin )
0

π
∫

π π

2 0
f x d(sin )∫ x。 

10.  利用上题结果计算： 

⑴ x x dsin4
0

π
∫ x ;  ⑵

x x
x

dx
sin
cos1 20 +∫

π ; 

⑶
x

x
dx

1 20 +∫ sin
π

。    

 解（1） 24 4 4

0 0 0

3sin sin sin
2 1

x xdx xdx xdx
ππ π 2

6
π π π= = =∫ ∫ ∫ 。 

（2） 2
2 2 00 0

sin sin 1arctan cos
1 cos 2 1 cos 2 4

x x xdx dx x
x x

π π ππ π π= = −
+ +∫ ∫ = 。 

（3） 2 2

2 2 20 0 0 0

tan
1 sin 2 1 sin 1 sin 1 2 tan2

x dx dx d xdx
x x x

π ππ π

x
π π π= = =

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

    2 2

0

2arctan( 2 tan )
42

x
ππ π= = 。 

11.  求下列定积分：  

⑴ x x dx2
0

6
[ ]∫ ;  ⑵ sgn( )x x dx−∫ 3

0

2 ; 

 223



⑶ x x a dx| |−∫0
1 ;  (4) ∫

2
0

][ dxex . 

 解（1） 。 
6 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2

0 1 2 3 4 5
[ ] 2 3 4 5 285x x dx x dx x dx x dx x dx x dx= + + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

（2）
2 1 23

0 0 1
sgn( ) 1 ( 1) 0x x dx dx dx− = + − =∫ ∫ ∫ 。 

（3）当 时， 0a ≤

1 1

0 0

1| | ( )
3 2

ax x a dx x x a dx− = − = −∫ ∫ ； 

     当 时， 0 a< <1

1 1 3

0 0

1 1| | ( ) ( )
3 2

a

a

ax x a dx x a x dx x x a dx a− = − + − = − +∫ ∫ ∫ 3
； 

     当 时， 1a ≥

1 1

0 0

1| | ( )
2 3
ax x a dx x a x dx− = − = −∫ ∫ 。 

（4）  
2 ln 2 ln3 ln 4 ln5

0 0 ln 2 ln3 ln 4
[ ] 1 2 3 4xe dx dx dx dx dx= + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫

               
ln 6 ln 7 2

ln5 ln 6 ln 7
5 6dx dx dx+ + +∫ ∫ ∫ 7

             。 14 ln(7!)= −

12．设 在[ 上可积且关于f x( ) , ]a b x T= 对称，这里a T b< < 。则 

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

T b

T

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= +

−2
2 。 

   并给出它的几何解释。 

证  
2

2
( ) ( ) ( ) ( )

b T b T b

a a T b T
f x dx f x dx f x dx f x dx

−

−
= + +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

由于 关于f x( ) x T= 对称，所以 (2 ) ( )f T x f x− = ，于是，令 ，则 2x T= − t

2
( ) (2 ) (2 ) ( ) ( )

T T b b b

T b b T T T
f x dx f T t dt f T t dt f t dt f x dx

−
= − − = − = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

所以  

f x dx f x dx f x dx
a

b

a

T b

T

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= +

−2
2 。 

从几何上说，由于 关于f x( ) x T= 对称，所以积分
2

( )
T

T b
f x dx

−∫ 与积

分 ( )
b

T
f x dx∫ 表示的是相同的面积，从而上述等式成立。 
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13．设
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<
+

≥
=

−

.0,
1

1
,0,

)(

2

x
e

xxe
xf

x

x

 计算 。 ∫ −=
4

1
)2( dxxfI

 解  令 ，则 2t x= −

        22 0 2 0 2

1 1 0 1 0

1( ) ( ) ( )
1

t
tI f t dt f t dt f t dt dt te dt

e
−

− − −
= = + = +

+∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

          
20 2 2 4

1 0

( 1) 1 1 1ln (1 )
1 2 2 2

t
t

t

d e ee dt e
e

−
− −

−−

+ +
= − + = + −

+∫ ∫ 。 

14．设函数 ∫ −=
x

dttgtxxf
0

2 )()(
2
1)( ，其中函数 在)(xg ),( +∞−∞ 上连续，且

， ，证明 ，并计算 和

。 

5)1( =g 2)(
1

0
=∫ dttg ∫∫ −=′

xx
dtttgdttgxxf

00
)()()( )1(f ′′

)1(f ′′′

 解  ∫∫∫∫ +−=+−=
xxxx

dttgtdtttgxdttgxdttgtxtxxf
0

2

00

2

0

22 )(
2
1)()(

2
1)()2(

2
1)( ， 

等式两边求导，得到  

)(
2
1))()(()(

2
1)()( 22

0

2

0
xgxxgxdtttgxgxdttgxxf

xx
++−+=′ ∫∫  

         。 ∫∫ −=
xx

dtttgdttgx
00

)()(

再求导，得到 ，所以  )()(,)()(
0

xgxfdttgxf
x

=′′′=′′ ∫
2)1( =′′f ， 5)1( =′′′f 。 

15．设 上的连续函数 满足 ，求 。 ),0( +∞ )(xf ∫−=
e

dxxfxxf
1

)(ln)( ∫
e

dxxf
1

)(

 解  记 ，则 adxxf
e

=∫1
)( axxf −= ln)( ，于是 

1 1
( ) ln ( 1)

e e
a f x dx xdx a e= = −∫ ∫ − ， 

所以  

( )
e

xxx
e

xdx
e

a ee 1ln1ln1
11
=−== ∫ 。 

16. 设函数 连续，且)(xf )arctan(
2
1)2( 21

0
xdttxtf =−∫ ， 1)1( =f 。求 。 ∫

2

1
)( dxxf

解 在 中，令∫ −
1

0
)2( dttxtf txu −= 2 ，则  
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∫∫
−

−−=−
12

2

1

0
)()2()2(

x

x
duufuxdttxtf ， 

于是  

)arctan(
2
1)()(2 22

12

2

12
xduuufduufx

x

x

x

x
=− ∫∫ −−

， 

两边求导，得到  

4

2

12 1
))12()12()2(2(2))12()2((4)(2

x
xxfxxxfxfxfxduuf

x

x +
=−−−−−−+∫ −

， 

将 代入上式，得到 1)1(,1 == fx

 
4
5)(

2

1
=∫ dxxf 。 

17. 求 ∫ ，其中 为正整数。 
πn

dxxx
0

|sin| n

解  首先有 

π
π

π

π

π
)14(sin|sin|

)12(

2

)12(

2
+== ∫∫

++
kxdxxdxxx

k

k

k

k
， 

π
π

π

π

π
)14(sinsin

2

)12(

2

)12)
−=−= ∫∫ −−

kxdxxdxxx
k

k

k

k
。 

当 时，  mn 2=

∑ ∫∫∫
−

=

+

+

+
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

1

0

)1(2

)12(

)12(

20
sinsin|sin|

m

k

k

k

k

k

n
dxxxdxxxdxxx

π

π

π

π

π
 

   ； ππ 2
1

0
4])34()14[( mkk

m

k
=+++= ∑

−

=

当 时， 12 += mn

∑ ∫∫∫
−

=

+

+

+
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

1

0

)1(2

)12(

)12(

20
sinsin|sin|

m

k

k

k

k

k

n
dxxxdxxxdxxx

π

π

π

π

π

∫
+

+
π

π

)12(

2
sin

m

m
dxxx  

πππ 22 )12()14(4 +=++= mmm 。 

所以  

π
π 2

0
|sin| ndxxx

n
=∫ 。 

18. 设函数 , 求∫=
x

dttxS
0

|cos|)(
x
xS

x

)(lim
+∞→

。 
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 解  设 ππ )1( +≤< nxn ，n为正整数，则 )( +∞→→ x
n
x π 。由于 

   ndxxndxx
n

2coscos
00

== ∫∫
ππ

， π
π

≤≤ ∫
x

n
dxxcos0 ， 

可知  

x
n

x
xS

x
n π+

≤≤
2)(2

， 

所以  

π
2)(lim =

+∞→ x
xS

x
。 

19. 设 在 上连续，且对于任何 有 )(xf ),0( +∞ 0>a

≡= ∫
ax

x
dttfxg )()( 常数， ),0( +∞∈x 。 

证明：
x
cxf =)( ， ),0( +∞∈x ，其中 为常数。 c

 证  在 两边关于 求导，得到  ∫=
ax

x
dttfxg )()( x

0)()()( ≡−=′ xfaxafxg 。 

取 ，则1=x
a

faf )1()( = ，此式对任何 都成立。记0>a )1(fc = ，就得到  

x
cxf =)( ， ),0( +∞∈x 。 

20. 设 在 上连续，证明 f x( ) ),0( +∞

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4

1

4

1

12
2

)2(lnln2
2

dx
xx

xfdx
x
x

x
xf 。 

 证  令
x

t 4
= ，则 dt

t
dx

t
x 2

4,4
−== ，于是 

∫∫ −
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

4 2

4

1
)4(

4
)ln4(ln2

2
ln2

2
dt

t
tt

t
tfdx

x
x

x
xf  

              ∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4

1

ln4ln2
2

dx
x

x
x

xf ， 

所以  

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

4

1

4

1

12
2

)2(lnln2
2

dx
xx

xfdx
x
x

x
xf 。 
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21．设 在 上连续。证明 )(xf ′ ],[ ba

∫∫ ′+
−

≤
≤≤

b

a

b

abxa
dxxfdxxf

ab
xf |)(|)(1|)(|max 。 

证  由于 在 上连续，可设 )(xf ],[ ba ],[,)(max)( baxff
bxa

∈=
≤≤

ξξ 及 

)(min)( xff
bxa ≤≤

=η ， ],[ ba∈η 。于是 

)()()(min)(max ηξ ffxfxf
bxabxa

−=−
≤≤≤≤

)()( ηξ ff −≤ ∫∫ ≤= b
a

dxxfdxxf )(')('ξ
η

。 

另一方面，由积分中值定理， ],[ ba∈∃ς ，使 ∫−
=

b

a
dxxf

ab
f )(1)(ς ，

于是  

)()(min ςfxf
bxa

≤
≤≤ ∫−

= b
a

dxxf
ab

)(1
。 

所以  

=
≤≤

)(max xf
bxa

+
≤≤

)(min xf
bxa

))(min)(max( xfxf
bxabxa ≤≤≤≤

− ∫∫ ′+
−

≤
b

a

b

a
dxxfdxxf

ab
|)(|)(1
。 

22．设 在f x( ) ),( +∞−∞ 上连续，证明 

f u x u du
x

( )( )−∫0 { }∫ ∫=
x u

dudxxf
0 0

)( 。 

证  利用分部积分法， 

{ } =∫ ∫
x u

dudxxf
0 0

)( ( ) 00 0
( ) ( )

u xxu f x dx uf u du−∫ ∫ = 。 f u x u du
x

( )( )−∫0

注：本题也可令
0

( ) ( )( )
x

F x f u x u du= −∫ { }0 0
( )

x u
f x dx du−∫ ∫ ，证明 。 '( ) 0F x ≡

23. 设 在 上二阶可导（ ），且f x( ) ],0[ a 0>a 0)( ≥′′ xf ，证明： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥∫ 2

)(
0

aafdxxf
a

。 

证  将 在f x( )
2
ax = 展开成 1阶的 Taylor公式，有 

2)
2

)((
2
1)

2
)(

2
()

2
()( axfaxafafxf −′′+−′+= ξ ， )0( a<< ξ 。 

由 ，得到 0)( ≥′′ xf
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)
2

)(
2

()
2

()( axafafxf −′+≥ 。 

对上述不等式两边从 到 积分，由于0 a 0)
2

(
0

=−∫
a

dxax ，就得到      

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥∫ 2

)(
0

aafdxxf
a

。 

24. 设函数 在 上二阶可导，且)(xf ]1,0[ 0)( ≤′′ xf ， ]1,0[∈x , 证明： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤∫ 3

1)(
1

0

2 fdxxf 。 

证  将 在f x( )
3
1

=x 展开成 1阶的 Taylor公式，有 

2)
3
1)((

2
1)

3
1)(

3
1()

3
1()( −′′+−′+= xfxffxf ξ ， )10( << ξ 。 

由 ，得到0)( ≤′′ xf )
3
1)(

3
1()

3
1()( −′+≤ xffxf ， ]1,0[∈x ，再用 替换 ，

即得到 

2x x

 )
3
1)(

3
1()

3
1()( 22 −′+≤ xffxf 。 

对上述不等式两边从 到1积分，由于0 0)
3
1(

1

0

2 =−∫ dxx ，就得到     

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤∫ 3

1)(
1

0

2 fdxxf 。 

25．设 为f x( ) ]2,0[ π 上的单调减少函数, 证明：对任何正整数 成立 n

0sin)(
2

0
≥∫ xdnxxf

π
。 

 证  ∫ ∑ ∫ ∫
−

=

+ +

+ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

π
π

π

π

π

2

0

1

0

)12(

2

)22(

)12( sin)(sin)(sin)(
n

k

n
k

n
k

n
k

n
k nxdxxfnxdxxfnxdxxf ， 

在
(2 1)

2 ( )sin
k

n
k
n

f x nxd
π

π

+

∫ x与
(2 2)

(2 1) ( ) sin
k

n
k

n

f x nxd
π

π

+

+∫ x中，分别令 2kx
n

tπ +
= 与 

(2 1)kx
n

tπ+ +
= ，得到 

∫ ∫
+ +

=n
k

n
k tdt

n
tkf

n
nxdxxf

π

π

π π)12(

2 0
sin)2(1sin)( ， 

(2 2)

(2 1) 0

1 (2 1)( )sin ( )sin
k

n
k

n

k tf x nxdx f td
n n

π π

π
π+

+
+ +

= −∫ ∫ t。 

由于 在)(xf ]2,0[ π 上单调减少， 在tsin ],0[ π 上非负，所以 
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xdnxxf∫
π2

0
sin)( ∑∫

−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1

0
0

sin)12(21 n

k
tdt

n
tkf

n
tkf

n
π ππ 0≥ 。 

26. 设函数 在)(xf ],0[ π 上连续，且 ， 。证

明：在

0)(
0

=∫
π

dxxf 0cos)(
0

=∫
π

xdxxf

),0( π 内至少存在两个不同的点 1ξ ， 2ξ ，使得 0)()( 21 == ξξ ff 。 
 证 证明一： 设 ， ，则  ,)()(

0∫=
x

dttfxg ∫=
x xdxxgxh
0

sin)()(

0)()0( == πgg ， 
0)0( =h ， =)(πh

0 0
( )sin ( ) cosg x xdx g x d x

π π
= −∫ ∫   

0 0
( ) cos ( ) cosg x x f x xdx

ππ= − + ∫ 0cos)(
0

== ∫
π

xdxxf ， 

对 在)(xh ],0[ π 上应用 Rolle 定理 , 可知存在 ),0( πη ∈ , 使得 
0sin)()(' == ηηη gh , 即 0)( =ηg ，再在 ],0[ η 和 ],[ πη 上对 分别运用

Rolle定理，可知
)(xg

),0(, 21 πξξ ∈∃ ，使得 
0)()( 21 == ξξ ff 。 

证明二：用反证法。若不然，只有一个点 ),0( πξ ∈ ，使得 0)( =ξf ，由 
于 在)(xf ],0[ π 上连续，所以 在)(xf ),0( ξ 和 ),( πξ 上异号，不妨设在 ),0( ξ  
中 ，在0)( <xf ),( πξ 中 。 0)( >xf

   设 ，则 ∫=
x

dttfxg
0

)()( )()(,0)()0( xfxggg =′== π ，可知 在)(xg ),0( ξ 中 

单调减少，而在 ),( πξ 中单调增加，从而 ],0[,0)( π∈≤ xxg 。 
另一方面， 在)(xg ],0[ π 上不恒等于零（否则 恒为零与反证法假 )(xf

设矛盾），于是  

∫∫∫ +==
ππππ

0000
sin)(cos)()(coscos)( xdxxgxxgxxdgxdxxf ∫=

π

0
sin)( xdxxg 0< ， 

与题设矛盾。 
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