
 

习 题 14.3  Green 公式、Gauss 公式和 Stokes 公式 

 

1． 利用 Green公式计算下列积分： 
（1） ，其中 是以∫ +−+

L

dyyxdxyx )()( 222 L A B C( , ), ( , ), ( , )11 3 2 2 5 为顶

点的三角形的边界，逆时针方向； 
（2） ，其中L是圆周 ，逆时针方向； ∫ −

L

ydyxdxxy 22 x y a2 2+ = 2

（3） ( ) ( )∫ −+−+
L

dyyexxdxeyxxyxyx xx 2sinsin2cos 222 ，其中L是星形

线 )0(3
2

3
2

3
2

>=+ aayx ，逆时针方向； 
（4） ( ) ( )[ ]∫ −−−

L

dyyydxyex sincos1 ，其中 是曲线L y x= sin 上从 ( ,

到

)0 0

( , )π 0 的一段； 
（5） ，其中 是圆周 的上半部

分，方向从点 到点 ； 

( ) ( )∫ +−−
L

dyyxdxyx 22 sin L x y2 2 2+ = x

( , )0 0 )0,2(
（6） [ ] ( )∫ −++−

L

dyaxyedxyxbye xx cos)(sin ，其中 是正常数，L为

从点 沿曲线

ba,

)0,2( aA 22 xaxy −= 到点 的一段； )0,0(O

（7） ∫ +
−

L
224 yx

ydxxdy
，其中 L是以点 为中心，)0,1( R为半径的圆周

（ 1>R ），逆时针方向； 
（8） ∫ +

++−

L
22 4

)4()(
yx

dyyxdxyx
， 其中 为单位圆周 ，逆时

针方向； 

L 122 =+ yx

（9） [ ]
∫ +

++−

L
22

)sincos()cossin(
yx

dyyyyxdxyyyxe x

，其中 是包围原点

的简单光滑闭曲线，逆时针方向。 

L

 解（1）
 

∫ +−+
L

dyyxdxyx )()( 222 ∫∫ −−=
D

dxdyyx )24(

        3
140)2(2)2(2

311

)1(
2
1

3

2

34

)1(
2
1

2

1
−=+−+−= ∫∫∫∫

−

+

−

+

x

x

x

x
dyyxdxdyyxdx 。 

（2） ∫ −
L

ydyxdxxy 22 2 3

0 0
( 2 2 ) 4 sin cos 0

a

D

xy xy dxdy d r dr
π

θ θ θ= − − = − =∫∫ ∫ ∫ 。 

（3） ( ) ( )∫ −+−+
L

dyyexxdxeyxxyxyx xx 2sinsin2cos 222
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。 ∫∫ ==

D

dxdy 00

（4）设 π→= 0:,0:1 xyL ，则 

( ) ( )[ ]
5

1sincos1
sin

00

−
===−−− ∫∫∫∫∫

−+

ππ eydydxeydxdyedyyydxye
xx

D

xx

1LL

， 

所以  
( ) ( )[ ]∫ −−−

L

dyyydxyex sincos1
 

( ) ( )[ ]∫ −−−=
1

sincos1
L

dyyydxyex =
−

+
5

1πe
5

1−πe
。 

（5）设 ，则 20:,0:1 →= xyL
( ) ( ) 0)11(sin 22 =−=+−− ∫∫∫
−+ D

dxdydyyxdxyx
1LL

， 

所以  
( ) ( )∫ +−−

L

dyyxdxyx 22 sin ( ) ( )
3
8sin

2

0

222

1

==+−−= ∫∫ dxxdyyxdxyx
L

。 

（6）设 ，则 axy 20:,0:1 →=L

[ ] ( ) )(
2

)(cos)(sin 2 abadxdyabdyaxyedxyxbye
D

xx −=−=−++− ∫∫∫
+

π

1LL

， 

所以   
[ ] ( )∫ −++−

L

dyaxyedxyxbye xx cos)(sin  

2 ( )
2

a b aπ
= − [ ] ( )∫ −++−−

1

cos)(sin
L

dyaxyedxyxbye xx

 
=+−= ∫

a
xdxbaba

2

0

2 )(
2
π 32

2
)

2
2( aba ππ

−+ 。 

（7）设 2222 4
),(,

4
),(

yx
xyxQ

yx
yyxP

+
=

+
−= ，则 

x
Q

yx
xy

y
P

∂
∂

=
+
−

=
∂
∂

222

22

)4(
4

， 

取路径 ，逆时针方向，由 Green公式， 2 2
1 : 4 1x y+ =L

2 24
xdy ydx

x y
−

=
+∫

L 1

2 24
xdy ydx

x y
−
+∫

L

。 

令
1 cos , sin
2

x t y t= = ，得到 

2 24
xdy ydx

x y
−

=
+∫

L 1

2 24
xdy ydx

x y
−
+∫

L

2 2 2

0

1 1( cos sin )
2 2

t t dt
π

π= + =∫ 。 

 （8）设 2222 4
4),(,

4
),(

yx
yxyxQ

yx
yxyxP

+
+

=
+
−

= ，则 
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x
Q

yx
xxyy

y
P

∂
∂

=
+

−−
=

∂
∂

222

22

)4(
84

， 

 取路径 ，逆时针方向，由 Green公式， 2 2
1 : 4x y+ =L 1

2 2

( ) ( 4 )
4

x y dx x y dy
x y

− + +
=

+∫
L 1

2 2

( ) ( 4 )
4

x y dx x y dy
x y

− + +
+∫

L

。 

 令 1cos , sin
2

x t y t= = ，得到 

 ∫ +
++−

L
22 4

)4()(
yx

dyyxdxyx π
π

==
+

++−
= ∫∫

2

022 2
1

4
)4()(

1

dt
yx

dyyxdxyx

L

。 

 （9）设 2222

)sincos(),(,)cossin(),(
yx

yyyxeyxQ
yx

yyyxeyxP
xx

+
+

=
+
−

= ，则 

x
Q

yx
yyxyxyxyxyx

y
P

∂
∂

=
+

−++−++
=

∂
∂

222

222222

)(
sin)2(cos])[(

， 

取路径 ： ，即rL 222 ryx =+ π20:,sin,cos →== ttrytrx , 由 Green公式， 
[ ]

2 2

( sin cos ) ( cos sin )xe x y y y dx x y y y dy
x y

− + +
+∫

L

 

[ ]
2 2

( sin cos ) ( cos sin )

r

xe x y y y dx x y y y dy
x y

− + +
=

+∫
L

。 

于是  
[ ]

∫ +
++−

=
r

yx
dyyyyxdxyyyxeI

x

L
22

)sincos()cossin(
∫=

π2

0

cos )sincos( dttre tr ， 

令 ，即得到 0→r
π2=I 。 

2．利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积： 
（1）星形线 ； x a t y a t= =cos , sin3 3

（2）抛物线 与( ) ( )x y ax a+ = >2 0 x轴； 

（3）旋轮线的一段：   t
⎩
⎨
⎧

−=
−=

),cos1(
),sin(
tay
ttax

∈[ , ]0 2π 与 x轴。 

解（1）
2 2 2 2

0

1 3 sin cos
2 2L

aS xdy ydx t tdt
π 23

8
aπ= − = =∫ ∫ 。 

（2）令 ，则txy = 22 )1(
,

)1( t
aty

t
ax

+
=

+
= ， +∞→0:t 。于是 

2 2
50

12
(1 ) 6L

tS ydx a dt
t

+∞
= − = =

+∫ ∫ a 。 

（3）
2 2 2

0

1 (2 sin 2cos ) 3
2 2L

aS xdy ydx t t t dt a
π

π= − = − − =∫ ∫ 。 

3. 先证明曲线积分与路径无关，再计算积分值： 
（1） ； ( )(

( , )

( , )
x y dx dy− −∫ 0 0

1 1
)
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（2） ，其中ϕ φ( ) ( )
( , )

( , )
x dx y dy+∫ 2 1

1 2
ϕ φ( ), ( )x y 为连续函数； 

（3） xdx ydy
x y
+

+
∫ 2 21 0

6 8

( , )

( , )
，沿不通过原点的路径。 

 解（1）设 )(),(,),( yxyxQyxyxP −−=−= ， 

则 
x
Q

y
P

∂
∂

=−=
∂
∂ 1 ，所以曲线积分与路径无关。 

取积分路径为 ，于是 10:,: →= xxyL

    0))((
)1,1(

)0,0(
=−−∫ dydxyx

（2）设 )(),(),(),( yyxQxyxP φϕ == ， 

则 
x
Q

y
P

∂
∂

==
∂
∂ 0 ，所以曲线积分与路径无关。 

取积分路径为 折线:L ABC，其中 ，于是 )2,1(),1,1(),1,2( CBA

ϕ φ( ) ( )
( , )

( , )
x dx y dy+∫ 2 1

1 2
=+= ∫∫

2

1

1

2
)()( dyydxx φϕ ∫ −

2
1

)]()([ dttt ϕφ 。 

（3）设
2222

),(,),(
yx

yyxQ
yx

xyxP
+

=
+

= ， 

则 
x
Q

yx

xy
y
P

∂
∂

=
+

−=
∂
∂

2
3

22 )(
，所以曲线积分与路径无关。 

取积分路径为 折线:L ABC，其中 ，于是 )8,6(),0,6(),0,1( CBA
xdx ydy

x y
+

+
∫ 2 21 0

6 8

( , )

( , )
9

36

8

0 2

6

1
=

+
+= ∫∫ y

ydydx 。 

4．证明 在整个( cos cos ) ( sin sin )2 22x y y x dx y x x y dy+ + − 2 xy平面上是某个
函数的全微分，并找出这样一个原函数。 
证 设 ，因为  yxxyyxQxyyxyxP sinsin2),(,coscos2),( 22 −=+=

x
Qxyyx

y
P

∂
∂

=+−=
∂
∂ cos2sin2 ， 

所以 在整个( cos cos ) ( sin sin )2 22x y y x dx y x x y dy+ + − 2 xy平面上是某个函 
数的全微分。 
   设这个函数为 ，则  ),( yxu

),( yxu
( , ) 2 2

(0,0)
(2 cos cos ) (2 sin sin )

x y
x y y x dx y x x y dy C= + + −∫ +  

     2 2 2

0 0
2 (2 sin sin ) cos sin

x y
xdx y x x y dy x y y x C= + − = +∫ ∫ + 。 

5．证明 xdx ydy
x y

+
+2 2 在除去 的负半轴及原点的裂缝y xy平面上是某个函数

的全微分，并找出这样一个原函数。 
 证  设 2222 ),(,),(

yx
yyxQ

yx
xyxP

+
=

+
= ，因为  
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x
Q

yx
xy

y
P

∂
∂

=
+

−=
∂
∂

222 )(
2

， 

所以
xdx ydy
x y

+
+2 2 在除去 的负半轴及原点的裂缝y xy平面上是某个函数的 

全微分。 
   设这个函数为 ，则  ),( yxu

),( yxu
( , ) 2 2

2 2 2 2 2(0,1) 0 1

1 ln( )
1 2

x y x yxdx ydy xdx ydy x y C
x y x x y
+

= = + = +
+ + +∫ ∫ ∫ + 。 

6．设 在),( yxQ xy平面上具有连续偏导数，曲线积分 与

路径无关，并且对任意 恒有 

∫ +
L

dyyxQxydx ),(2

t

∫∫ +=+
),1(

)0,0(

)1,(

)0,0(
),(2),(2

tt
dyyxQxydxdyyxQxydx ， 

求 。 ),( yxQ

解  因为曲线积分 与路径无关，所以∫ +
L

dyyxQxydx ),(2 x
x
Q 2=
∂
∂

，两边 

关于 积分，即得到 ，其中x )(),( 2 yxyxQ ϕ+= ϕ待定。 
    由条件 ，可得 ∫∫ +=+

),1(

)0,0(

)1,(

)0,0(
),(2),(2

tt
dyyxQxydxdyyxQxydx

           ， ∫∫ +=+
t

dyydyyt
0

1

0

2 ))(1())(( ϕϕ

两边对 求导，得到t )(12 tt ϕ+= ，即 12)( −= yyϕ ，所以    
12),( 2 −+= yxyxQ 。 

7．确定常数λ，使得右半平面 上的向量函数  
为某二元函数 的梯度，并求 。 

0>x ir λ)(2),( 24 yxxyyx +=

jλ)( 242 yxx +− ),( yxu ),( yxu

解  由题意，
x

yxx
y

yxxy
∂
+−∂

=
∂
+∂ ])([])(2[ 24224 λλ

，即  
124524124224 )(4)(2)(4)(2 −− +−+−=+++ λλλλ λλ yxxyxxyxxyyxx ， 

化简后，求得 1−=λ 。这时  

),( yxu
2 2( , )

4 2 4 2 2(1,0) 0

2 arctan
x y yxydx x dy x dy yC C

x y x y x
−

= + = − + = −
+ +∫ ∫ C+ 。 

8．设一力场为 ，证明质点在此场

内移动时，场力所作的功与路径无关。 
jiF )128()83( 2322 yyeyxxxyyx ++++=

证  设 ，因为  yyeyxxyxQxyyxyxP 128),(,83),( 2322 ++=+=

x
Qxyx

y
P

∂
∂

=+=
∂
∂ 163 2 ， 

所以质点在此场内移动时，场力所作的功与路径无关。 
9．利用 Gauss公式计算下列曲面积分： 
（1） ，Σ为立方体0x dydz y dzdx z dxdy2 2 2+ +∫∫

Σ

≤ ≤x y z a, , 的表面，方
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向取外侧； 
（2） ，其中Σ为闭曲

面

( ) ( ) ( )x y z dydz y z x dzdx z x y dxdy− + + − + + − +∫∫
Σ

1|||||| =+−++−++− yxzxzyzyx ，方向取外侧； 
（3） ，其中Σ为锥面 介于

平面

( )x y z2 2 2cos cos cosα β γ+ +∫∫
Σ

dS 2z x y2 2= +

z = 0与 之间的部分，方向取下侧； z h h= >( 0)

（4） ，其中Σ为上半球面xdydz ydzdx zdxdy+ +∫∫
Σ

z R x y= − −2 2 2 ，

方向取上侧； 
（5） ，其中Σ是由2 1 8 42( )− + −∫∫ x dydz xydzdx zxdxdy

Σ

xy平面上的曲线

绕x e y ay= ≤ ≤( )0 x轴旋转而成的旋转面，曲面的法向量与
轴的正向的夹角为钝角； 

x

（6） ，其中Σ是曲面 （ ），曲

面的法向量与 轴的正向的夹角为锐角； 

∫∫
Σ

++ zdxdydydzzx )2( 22 yxz += 10 ≤≤ z

z

（7） ∫∫
Σ ++

++
2/1222

2

)(
)(

zyx
dxdyzaaxdydz

（ ）， 其 中 Σ 是 下 半 球 面0>a

222 yxaz −−−= ，方向取上侧； 

（8） ∫∫
Σ ++

++
2/3222 )( zyx

zdxdyydzdxxdydz
，其中Σ是 

（i）椭球面 ，方向取外侧； 132 222 =++ zyx

（ii）抛物面 +
−

=−
16

)2(
5

1
2xz  )0(

9
)1( 2

≥
− zy

，方向取上侧。 

 解（1）设Ω是Σ所围的空间区域，则 

x dydz y dzdx z dxdy2 2 2+ +∫∫
Σ

 

= 。 4

000
36)(2 azdzdydxdxdydzzyx

aaa
==++ ∫∫∫∫∫∫

Ω

（2）设 是Σ所围的空间区域，作变换Ω :ϕ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+−=
+−=

yxzw
xzyv
zyxu
，则 

( , , ) 4
( , , )
u v w
x y z

∂
=

∂
，且变换ϕ将 变为Ω { }' ( , , ) 1u v w u v wΩ = + + ≤ ，记 是Ω ′′ Ω′  

在第一象限的部分，则 

( ) ( ) ( )x y z dydz y z x dzdx z x y dxdy− + + − + + − +∫∫
Σ

 

= 16
4
33 === ∫∫∫∫∫∫∫∫∫

Ω′′Ω′Ω

dudvdwdudvdwdxdydz 。 
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（3）补充 ，方向取上侧，设)(: 222
1 hyxhz ≤+=Σ Ω是 1Σ+Σ 所围的空间 

区域，因为Ω的对称性，有 。由 Gauss公式， 0== ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

ydxdydzxdxdydz

       
 

( ) ∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ

++=++ dxdydzzyxdSzyx )(2coscoscos
1

222 γβα

          
4

0

2

0 2
22 hzdzrdrdzdxdydz

h

r

h πθ
π

=== ∫∫∫∫∫∫
Ω

， 

于是  
( )x y z2 2 2cos cos cosα β γ+ +∫∫

Σ

dS
 

( )∫∫
Σ

++−=
1

coscoscos
2

2224 dSzyxh γβαπ

 
424

2
1

2
1

hdxdyhh ππ
−=−= ∫∫

Σ

。 

（4）补充 ，方向取下侧，设)(0: 222
1 Ryxz ≤+=Σ Ω是 1Σ+Σ 所围的空 

间区域，由 Gauss公式， 
          ， 323

1

Rdxdydzzdxdyydzdxxdydz π==++ ∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ

于是  
33 22

1

RzdxdyydzdxxdydzRzdxdyydzdxxdydz ππ =++−=++ ∫∫∫∫
ΣΣ

。 

（5）由题意，可得 )(: 22222

azyex zy ≤+=Σ + ，方向取后侧。补充 
)(: 222

1 azyex a ≤+=Σ ，方向取前侧，设Ω是 1Σ+Σ 所围的空间区域，由 
Gauss公式， 
        

 
， 0048)1(2

1

2 ==−+− ∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ

dxdydzzxdxdyxydzdxdydzx

于是  
)1(2)1(248)1(2 2222

1

−=−−=−+− ∫∫∫∫
ΣΣ

aa eadydzezxdxdyxydzdxdydzx π 。
 
 

（6）补充 ，方向取下侧，设)1(1: 22
1 ≤+=Σ yxz Ω是 1Σ+Σ 所围的空间 

区域，由 Gauss公式， 
    ∫∫∫∫∫

ΩΣ+Σ

−=++ dxdydzzdxdydydzzx 3)2(
1

πθ
π

2
33

11

0

2

0 2
−=−= ∫∫∫ r

dzrdrd ， 

于是  

∫∫
Σ

++ zdxdydydzzx )2(
2

1
2
3

1

ππ −=−−= ∫∫
Σ

dxdy 。 

（7）由题意， 

∫∫∫∫
ΣΣ

++=
++
++ dxdyzaaxdydz

azyx
dxdyzaaxdydz 2

2/1222

2

)(1
)(

)(
。 

 补充 ，方向取下侧，设)(0: 222
1 ayxz ≤+=Σ Ω是 1Σ+Σ 所围的空间 
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区域，由 Gauss公式， 
         ∫∫∫∫∫

ΩΣ+Σ

+−=++ dxdydzzadxdyzaaxdydz )23()(
1

2

          40 224

2
3)(22 adzzaza

a
πππ −=−−−= ∫− ， 

于是  
4242

2
1

2
3)(

1

adxdyaadxdyzaaxdydz ππ −=−−=++ ∫∫∫∫
ΣΣ

， 

从而  
3

2/1222

2

2
1

)(
)( a

zyx
dxdyzaaxdydz π−=

++
++

∫∫
Σ

。 

（8）（i）记 222 zyxr ++= ，设原积分为 ，则 ∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

5

22 3
r

xr
x
P −
=

∂
∂

， 5

22 3
r

yr
y
Q −
=

∂
∂

， 5

22 3
r

zr
z
R −
=

∂
∂

。 

设 }),,{(' 2222 ε=++=Σ zyxzyx ，方向为外侧，设Ω是 ( ')Σ + −Σ 所围的空 

间区域，由 Gauss公式， 

 
( )

Pdydz Qdzdx Rdxdy
′Σ+ −Σ

+ +∫∫ 0)( =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫∫∫
Ω

dxdydz
z
R

y
Q

x
P

。 

由于
r
z

r
y

r
x

=== γβα cos,cos,cos ， 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ

++

'
3r

zdxdyydzdxxdydz  

2

1 cos cos cosdydz dzdx dxdyα β γ
ε ′Σ

= + +∫∫  

2 2 2
2 2

1 1(cos cos cos ) 4dS dSα β γ
ε ε′ ′Σ Σ

= + + =∫∫ ∫∫ π= 。 

注 对上面的积分，也可取 'Σ 的参数表示为 ， 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕε
θϕε
θϕε

cos
sinsin
cossin

z
y
x

其中 }20,0{'),( πθπϕθϕ ≤≤≤≤=∈ D ，则 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ

++

'
3r

zdxdyydzdxxdydz

'

sin 4
D

d dϕ ϕ θ π= =∫∫ 。 
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（ii）设 }0,1
9

)1(
16

)2(),,{('
22

=≤
−

+
−

=Σ zyxzyx }0,),,{( 222 =<+− zyxzyx ε ，

方向为下侧， }0,),,{(" 2222 ≥=++=Σ zzyxzyx ε ，方向为下侧。则由 Gauss

公式 

0
"'

3∫∫
Σ+Σ+Σ

=
++

r
zdxdyydzdxxdydz

， 

由此得到 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

∫∫
Σ−

++

"
3r

zdxdyydzdxxdydz  

2

1 cos cos cosdydz dzdx dxdyα β γ
ε ′′−Σ

= + +∫∫  

2 2 2
2 2

1 1(cos cos cos ) 2dS dSα β γ
ε ε′′ ′′−Σ −Σ

= + + =∫∫ ∫∫ π= 。 

注  对上面的积分，也可取 "Σ 的参数表示为 ， 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕε
θϕε
θϕε

cos
sinsin
cossin

z
y
x

其中 ( , ) " {0 ,0 2 }
2

D πϕ θ ϕ θ∈ = ≤ ≤ ≤ ≤ π ，则 

∫∫
Σ

=
++

3r
zdxdyydzdxxdydz

3
"

xdydz ydzdx zdxdy
r−Σ

+ +
∫∫

"

sin 2
D

d dϕ ϕ θ π= =∫∫ 。 

10． 利用 Gauss 公式证明阿基米德原理：将物体全部浸没在液体中
时，物体所受的浮力等于与物体同体积的液体的重量，而方向

是垂直向上的。 
证  以液面为 xy平面，垂直向上的轴为 轴，在物体表面上点  z ),,( zyx
处任取一微元，其面积为 ，设n为物体表面上点 处的单位 dS ),,( zyx
（外）法向量， ρ 为液体密度。则这小块面积所受的压力大小为 

d zdρ=F S，  
它在三个方向的分力分别为  

dSzzdFdSyzdFdSxzdF zyx ),cos(,),cos(,),cos( nnn ρρρ === ， 
于是由 Gauss公式， 

0),cos(,0),cos( ==== ∫∫∫∫
ΣΣ

dSyzFdSxzF yx nn ρρ ， 

 9



     ， VdxdydzdSzzFz ρρρ === ∫∫∫∫∫
ΩΣ

),cos(n

这就是所要证明的。 
11．设某种流体的速度场为 kjiv xyxzyz ++= ，求单位时间内流体 
（1） 流过圆柱： 的侧面（方向取外侧）的流

量； 
x y a z2 2 2 0+ ≤ ≤ ≤, h

) )
（2） 流过该圆柱的全表面（方向取外侧）的流量。  

解（1）设 ，方向取下侧， ， 2 2 2
1 : 0 (z x y aΣ = + ≤ 2 2 2

2 : (z h x y aΣ = + ≤

方向取上侧， 是 在D 21,ΣΣ xy平面上的投影区域。由于  
0

1

=−= ∫∫∫∫
Σ D

xydxdydSv ， ， 0
2

== ∫∫∫∫
Σ D

xydxdydSv

由 Gauss公式，  
00

21

∫∫∫∫∫
ΩΣ+Σ+Σ

== dxdydzdSv ， 

所以流量 
0=∫∫

Σ

Svd 。 

（2）由（1）可知，流过该圆柱的全表面的流量 。 0=∫∫
Σ

Svd

12．利用 Stokes公式计算下列曲线积分： 
  （1）∫ ，其中 是球面 与平面++

L

xdzzdyydx L x y z a2 2 2+ + = 2 x y z+ + = 0

的交线（它是圆周），从 x轴的正向看去，此圆周的方向是逆
时针方向； 

  （2）∫ ，其中 是圆柱面 与平面 的

交线（它是椭圆），从 轴的正向看去，是逆时针方向； 

−+
L

ydzxdyzdx 253 L x y2 2 1+ = z y= + 3

z
  （3）∫ −+−+−

L

dzyxdyxzdxzy )()()( ，其中 为圆柱面 和平 L x y a2 2+ = 2

面
x
a

z
h

a h+ = > >1 0( , 0)的交线（它是椭圆），从 x轴的正向看去， 

是逆时针方向； 

  （4）∫ ，其中L是用平面−+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( 222222 x y z+ + =
3
2

截立方体 0 1≤≤ x y z, , 的表面所得的截痕，从 x轴的正向看去，
是逆时针方向； 

  （5） ，其中 是沿着螺线 ∫ −+−+−
L

dzxyzdyxzydxyzx )()()( 222 L

          
 ϕcosax = ， ϕ

π
ϕ

2
,sin hzay ==  从点 至点 的路径； A a( , , )0 0 B a h( , , )0
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 （6）∫ ，其中 是平面  −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )3()2()( 222222 L 2=++ zyx

与柱面 的交线，从 轴的正向看去，是逆时针方向。 1|||| =+ yx z
解（1）设 是 所围的平面Σ L x y z+ + = 0的部分，方向由右手法则确定 
（即取上侧）。由 Stokes公式， 

     ∫ ++
L

xdzzdyydx ∫∫∫∫
ΣΣ

++−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= dxdydzdxdydz

xzy
zyx

dxdydzdxdydz

 

         233 adS π−=−= ∫∫
Σ

。 

（2）设 是L所围的平面Σ z y= + 3的部分，方向由右手法则确定（即 
取上侧），则 是一个长半轴为Σ 2、短半轴为1的椭圆。由 Stokes公 
式， 

     ∫ −+
L

ydzxdyzdx 253 ∫∫∫∫
ΣΣ

++−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= dxdydzdxdydz

yxz
zyx

dxdydzdxdydz

532

253

 

        π2)
2

5
2

30( =+−= ∫∫
Σ

dS 。 

（3）设 是L所围的平面Σ 1=+
h
z

a
x

的部分，方向由右手法则确定（即 

取上侧）。由 Stokes公式， 
( ) ( ) ( )y z dx z x dy x y dz− + − + −∫

L
∫∫
Σ

++−= dxdydzdxdydz2  

       )(22
22

haadS
ha

ha
+−=

+

+
−= ∫∫

Σ

π 。 

（4）设 是 所围的平面Σ L
2
3

=++ zyx 的部分，方向由右手法则确定（即 

取上侧），则 是一个边长为Σ
2

1
的正六边形。由 Stokes公式， 

         ∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )()()( 222222

         ∫∫
Σ

+++++−= dxdyyxdzdxxzdydzzy )()()(2

        
2
932)(

3
4

−=−=++−= ∫∫∫∫
ΣΣ

dSdSzyx 。 

（5）设 ，由 Stokes公式， 1 : ( :00
x a

ty
z t

=⎧
⎪ →=⎨
⎪ =⎩

L )h

      ， 0)()()(
)(

222

1

=−+−+−∫
−+ L

dzxyzdyxzydxyzx
L
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 于是 
 ∫ −+−+−

L

dzxyzdyxzydxyzx )()()( 222 == ∫
h

dzz
0

2 3

3
1 h 。 

（6）设Σ是L所围的平面 2=++ zyx 的部分，方向由右手法则确定（即 
取上侧）。设 在Σ xy平面的投影区域为 { }( , ) 1xyD x y x y= + ≤ ，则 

0== ∫∫∫∫
xyxy DD

ydxdyxdxdy 。由 Stokes公式， 

        ∫ −+−+−
L

dzyxdyxzdxzy )3()2()( 222222

        ∫∫
Σ

+++++−= dxdyyxdzdxxzdydzzy )()3()2(2

       ∫∫∫∫
ΣΣ

+−−=++−= dSyxdSzyx )6(
3

2)324(
3

2  

       。 24)6(2 −=+−−= ∫∫
xyD

dxdyyx

13．设 是 上恒为正值的连续函数， 是逆时针方向的圆周

。证明 
)(tf R L

1)()( 22 =−+− ayax

π2
)(

)( ≥−∫ dx
xf

ydyyxf
L

。 

证  设 { }2 2( , ) ( ) ( ) 1D x y x a y a= − + − ≤ 。由 Green公式， 

∫∫∫ +=−
D

dxdy
xf

yfdx
xf

ydyyxf )
)(

1)((
)(

)(
L  

   π22)
)(

1)(( =≥+= ∫∫∫∫
DD

dxdydxdy
xf

xf ， 

其中第二个等式利用了区域的对称性。 
14．设 为两条直线D xy = ， xy 4= 和两条双曲线 1=xy ， 所围成

的区域， 是具有连续导数的一元函数，记 。证明 
4=xy

)(uF )()( uFuf ′=

∫∫ =
∂

4

1
)(2ln)( duufdy

y
xyF

D

， 

其中 的方向为逆时针方向。 D∂

证：由 Green公式，得 ∫∫∫ =
∂ DD

dxdyxyfdy
y
xyF )()(

。作变换 
x
yvxyu == , ，

则此变换将区域 变为D }41,41),{( ≤≤≤≤= vuvuDuv ，变换的 Jacobi行列

式为
( , ) 1
( , ) 2
x yJ
u v v

∂
= =
∂

，于是  

∫∫∫∫∫∫∫ ===
4

1

4

1

4

1
)(2ln

2
1)(

2
)()( duufdv

v
duufdudv

v
ufdxdyxyf

uvDD

， 

所以   
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∫∫ =
∂

4

1
)(2ln)( duufdy

y
xyF

D

。 

15．证明：若Σ为封闭曲面， l为一固定向量，则 
0),cos( =∫∫

Σ

dSln ， 

  其中 为曲面Σ的单位外法向量。 n
证  记 l ，而 ),,( cba= n )cos,cos,(cos γβα= ，则  

1cos( , ) ( cos cos cos )a b cα β γ⋅
= = + +

n ln l
l l

， 

于是由 Gauss 公式，得到  
1cos( , ) 0dS adydz bdzdx cdxdy

Σ Σ

= + +∫∫ ∫∫n l
l

= 。 

16．设区域 由分片光滑封闭曲面Ω Σ所围成。证明： 
1 cos( )
2

dxdydz dS
rΩ Σ

=∫∫∫ ∫∫ r,n , 

 其中n为曲面Σ的单位外法向量, ),,( zyx=r ， 222 zyxr ++= 。 

证  由 )coscoscos(1),cos( γβα zyx
rr

++=
⋅

=
nrnr ，可知 

∫∫∫∫
ΣΣ

++= )(1),cos( zdxdyydzdxxdydz
r

dSnr 。 

因为  

,,, 3

22

3

22

3

22

r
yx

r
z

zr
zx

r
y

yr
zy

r
x

x
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

 

由 Gauss 公式，得到 

             
1 cos( )
2

dxdydzdS
rΣ Ω

=∫∫ ∫∫∫r,n 。 

17．设函数 和),,(),,,( zyxQzyxP R x y z( , , )在 3R 上具有连续偏导数。且对
于任意光滑曲面 ，成立 Σ

0=++∫∫
Σ

RdxdyQdzdxPdydz 。 

 证明：在 3R 上, 0≡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

。 

证  用反证法。若存在点 ，使得),,( 0000 zyxM 0≠
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

，则不妨

设
0

0
M

P Q R
x y z

⎛ ∂ ∂ ∂
+ + >⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎞
⎟ 。由于函数 和),,(),,,( zyxQzyxP R x y z( , , )在 3R 上具

有连续偏导数，即
z
R

y
Q

x
P

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

连续，所以存在 ，使得当 0, >cr

 { }22
0

2
0

2
0 )()()(),,(),,( rzzyyxxzyxzyx ≤−+−+−=Ω∈  
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时成立
z
R

y
Q

x
P

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 0>> c 。 

但另一方面，由 Gauss公式， 

  ∫∫∫∫∫
ΩΩ∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++ dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz

 

   
0

3
4 3 >=≥ ∫∫∫

Ω

crcdxdydz π ， 

这就与题设矛盾。 

18．设 是平面L 0coscoscos =−++ pzyx γβα 上的简单闭曲线，它所包

围的区域D的面积为 ，其中S )cos,cos,(cos γβα 是平面取定方向上

的单位向量。证明 

∫=
L

coscoscos
2
1

zyx

dzdydx
S γβα ， 

 其中 的定向与平面的定向符合右手定则。 L

 证  由 Stokes公式， 

∫
L

coscoscos
zyx

dzdydx
γβα

 

 

 ∫ −+−+−=
L

)coscos()coscos()coscos( dzxydyzxdxyz βααγγβ

 ∫∫
−−−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
D

dS

xyzxyz
zyx

βααγγβ

γβα

coscoscoscoscoscos

coscoscos

 

 ， = SdSdS
DD

22)coscos(cos2 222 ==++ ∫∫∫∫ γβα

所以   

∫=
L

coscoscos
2
1

zyx

dzdydx
S γβα 。 
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